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Uvod

V tvodu bych Vas chtél privitat a sezndmit s obsahem své ro¢nikové prace. Je zamétena na
praci v programu Geonext, spomoci n¢ho se vénuji ploSnym obrazcim a télesum.
Tentosoftware je vyuzivanna mnoha Skolach jako matematicko-fyzikalni program, ktery je
volné stazitelny, pomérn¢ dobfe ovladatelny a mé mnoho uzite¢nych funkci.Geonext vypada
zprvu jako nenapadny program, ale po chvili zjistime, Ze je vybaven s mnoha funkcemi, které
se pifi rysovani velice hodi a ve srovnani s konkurenénimi programy urCit¢ neni
pozadu.Program je navic plné v ¢estin€.Tuto praci jsem Si vybral, protoze se mi program

v hodinach matematiky zalibil, prace s nim m¢ bavila a byla pfijemnou zménou.

Cela prace se sklada ze ¢ty hlavnich casti.Prvni ¢ast obsahuje ptehled vzorct pro plosna
télesa, kterd jsou potiebna pro dalS$i vypolty s télesy prostorovymi.Ve druhé casti mé
ro¢nikové prace se zamétuji na samotné sestrojovani konstrukci v programu Geonext.Postupti
konstruovani je samoziejm& vice, proto se snazim vybrat ty nejefektivnéjsi
a nejrychlejsi.Nékteré titvary nejsou Uplné presné (o tom se zminim dale), ale tato télesa jsou
pouze ndzorna.Tteti Cast se skladd z piehledu potifebnych vzorcii pro vypocty povrchi
a obsahii 3D téles. Ctvrta ¢ast je zaméfena na vypodty vlastnosti téles slozenych. Cilem této
prace je vytvotfeni ucebni pomicky pro hodiny matematiky —jako soubor nejpotiebnéjsich

vzorcu s piislusnymi obrazky, konstrukce v Geonextu a nékteré specialni vzorce.
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1.PloSné utvary

Plosné utvary jsou velmi dulezité i pro konstrukci a vypocty vlastnosti u prostorovych téles,
kde se objevuji jako stény, podstavy atd. Jelikoz se ma prace zabyva piedevsim télesy, tyto
plosné utvary zde slouzi spiSe jako obecny piehled, jejich rozd€leni a pro vypocty jejich
obvodii a obsaht. Pfi konstrukei téchto utvarti jsem postupoval ,,normélné* a kdyz byl
napiiklad obdélnik hotovy, musel jsem ho jesté n¢kolika operacemi upravit. Nejprve jsem
skryl body (rohy obdélnika) a pomovi novych bodl v blizkosti bodl piivodnich jsem mohl
upravovat jejich pozice — tim padem i popisky, které jsem posléze piejmenoval (na A, B, C
a D). Toto jsem udé¢lal proto, ze ptivodni popisky bodii piekryvali ¢ary a jejich rozmisténi
bylo neestetické. (To samé plati i u konstrukci 3D téles) Pokud chceme oznacit uhel,
muzeme v jeho vlastnostech pfepsat text, zobrazujici uhel ve stupnich, nebo obecné pomoci
feckého pismena (a, B, v...). Pokud je potifeba zvyraznit thel 90°, j4 osobné v celé mé
ro¢nikové praci do popisku pisi pfimo 90°, protozepouze samotna ,,tecka* neni témet vidét.
Poslednimi kroky jsou piejmenovani a zména barev u stran a popiskd, poptipadé u oznaceni

uhlu.Mnohouhelniky

Mnohouhelnikem je uzavirena lomena cdra (spojené a uzaviené usecky) a cdst roviny, kterou

v/ Lo I 7 vry go- 1 .
tato ¢ara ohranicuje. Vzorec pro spocteni poctu uhlop¥ricek je: on. (n — 3), kde n znamena
pocet vrcholii. Zvlastnim pripadem je tzv. Pravidelny mnohouhelnik, u néhoz jsou stejné

vSechny jeho vnitini uhly (tim padem i strany). Dale Ize mnohouhelniky rozdélit na konvexni

a nekonvexni.(Konvexni uhly — od 0° po 180°. Nekonvexni uihly — od 180° po 360°.)

/\

Konvexni (

Mnohouhelniky \

Nekonvexni
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o Ctyifthelnik Riiznob&znik

LichobéZnik — Obecny

— Rovnoramenny

— Pravouhly

Rovnobéznik — Obecny

— Ctverec

— Obdélnik

— Kosoctverec

Deltoid

Tétivovy ¢tyruhelnik

Tecénovy ¢tyruhelnik
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o Trojuhelnik — Obecny
— Pravouhly
— Rovnoramenny
— Rovnostranny

e KruZinice

U ploSnych obrazcl se budeme setkavat s témito oznacenimi:

0 - obvod plosného ttvaru
S — obsah plosného utvaru

a, b, ¢, d... - oznaceni stran utvaru
A, B,C... - oznaceni vrchola (bod)
a, B, v... - oznaceni ptislusného uhlu
v — vyska daného utvaru

t — téZnice, (tecna ke kruznici)

Sa; Sp; S¢ — stiedy stran

U — thlopficka

r — polomér kruznice

d — primér kruznice

0 - polomér kruZnice vepsané

T - polomér kruznice opsané
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1.1. Ctverec

Mnohouhelniky > Pravidelny mnohouhelnik

Cty#ihelniky >Rovnobézniky >Pravothlé / Rovnostranné> Ctverec

Ctverec je plosny utvar, ktery mé 4 stejné dlouhé
strany ,,a.“ Sousedni strany jsou na sebe kolmé
=> protilehlé jsou rovnobéZné. Je to vlastné
specialni pfipad obdélniku, ktery ma stejné
vSechny strany. Lze mu také opsata vepsat
kruznici (r — polomér kruznice opsané, Q —
polomér kruznice vepsané). Tyto kruznice maji
stted v praseciku uhlopticek ctverce.U ctverce
plati, ze uhlopficky ,,u® mezi sebou sviraji thel
90° - kolmé, jsou stejn¢ dlouhé, uhlopticka pili
oba protilehl¢ uhly. Osové soumérny je podle
Styk 0s. Ctverec je té sténou (podstavou) mnoha

prostorovych téles — krychle, ¢tyfboky hranol,

ctytboky jehlan, ¢tyiboky komoly jehlan. Soucet vnitinich uhla = 360°.

ao°

Obvod 0=14a

Obsah S=a?

Ol 1 iTTAO 1TH( _u

EOOLT EAAQ 2

0T 1T1IAO OA{ _a

EOOLT EAAG | 972

$TTEA TEITH u=av2

01T A0 OOAEI 4

6 I EQGI b T E. 90°

vrcholu:

3ORT A | BT Al Krychlg,_hranoI,JehIan,

komoly jehlan

Obvod: 0 =4a
Obsah: S=a?
Délka tihlop¥icky: u=aV2
Poloméry kruZnic: r= % ;0= %




1.2. Obdélnik
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Ctyiihelniky >Rovnobézniky > Pravoiihlé / Riiznostranné> Obdélnik

Obvod: o=2(a+")

Obsah: S=a-

Délka uhlopricky:
u=vVaZ+ 2

Polomér kruZnice opsané:

Podobn¢ jako u ¢tverce zde plati, Ze strany (a, b)

jsou na sebe kolmé a protilehlé (a-a,

b-b)jsou spolu rovnobézné. Jiné je to vSak s délkami
obdélnika — protilehlé (rovnobézné) strany maji
stejné velikosti, avSak kazdy par protilehlych stran
ma vaci sobé velikost jinou.
(Pti stejnych velikostech by se jednalo o ctverec.)
Uhlopiicky ,,u“se tady také navzajem pili, ale uz
zde uhlu.

U obdélnika plati

neplati rozpuleni

sttedovd soumérnost podle
pruseciku uhlopficek a 1ze mu kruznici pouze opsat,
taktéz se sttedem v priseciku thlopticek. Vepsat mu
ji nelze, protoze by se nedotykala vSech Ctyf stran

zaroven. Soucet vnitinich Ghla = 360°.

r=-
2

AN ~

b E

Obvod o=2(a+Db)
Obsah S=a-b
Ol 1TITAO TE _u
EOOLT EAA(Q 2
oi1TiAao OA

EOOLT EAA(Q

$T 1 EA VTEIT u=vVaZ+5b2
01T éAO0 OOAE

61 EOGI b TE g4

vrcholu:

30Tl A

4 Kvadr, hranol, jehlan,

komoly jehlan




— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

1.3. Rovnobéznik

Ctyiihelniky > RovnobéZniky> Obecny rovnobéznik

—
N P
- Obvod:
N -
—
N —~ o=2(a+"))
AN 7
\ ) -
. — -
PN Obsah:
.
—~ h S=a- Vqy
- ~
~ 7 N = Vp
-
> N
- N
T AN
o~ 90° N

Rovnobézniky maji protilehlé strany i uhly shodné a daji se rozdélit na: Pravouhlé (obdélnik a
¢tverec) a Kosouhlé (kosoctverec a kosodélnik). Dalsim rozdéleni rovnobézniki je na
Rovnostranné (vSechny strany stejné dlouhé — kosoctverec, ¢tverec) a Riiznostranné (oba pary
délek maji navzajem ruzné velikosti stran — kosodélnik, obdélnik). Kruznice Ize opsat a vepsat
&tverci a obdélniku, vepsat jen &tverci. Uhlopiicky se opét vzajemné pili. Vyskytuje se zde vyska

»V,* potfebna k vypoctu obsahu.

Soucet vnitinich uhli = 360°. A e oA ~ ..
21 Ol'l ALl pE
Obvod: o=2(a+b)
» Obsah: S=a-v
" OT1TITAO T DO _
EOOLT EAAQ
0T 1TIAO OAD| _
EOOLT EAAQ
—7 R L . = + h_.cot 24 p2
. - $i1EA TEITB V@ “Cog“)z ‘
\\f 7 - f=\/(a_ha'COtg a) + hg
; o =101 A0 OOAET| 4
& _ - ~N
-7 . . 130A1T A j BT AQ| Hranol, jehlan, komoly jehlan

-10 -



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES
Petr Michal

1.4. Lichobéznik

Ctyiihelniky >Lichobé&Zniky>Obecny lichobé&Znik

90°

Obvod: o=a+)H+c+d

Obsah: = “zi v
a+c

Délka stiedni pricky: s = >

, EAEl AAd LT pE

Obvod: o=a+b+c+d
Obsah: S:‘%C-v
a-+c

30GAAT b DGpeEA(s=""

ol A0 OOAEITTid| 4

30AT A j bi AOOA O/ Hranol, jehlan, komoly jehlan

-11 -
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1.5. Ruznobéznik

Ctyiihelniky >RiiznobéZniky

Obvod: o=a+hH+c+d

u-(v1+vp)

Obsah: S= 5

AA

2ij UIARALT pE

Obvod: o=a+b+c+d

} _ u(vi+mp)
Obsah: S = —

0 A0 OOAETI1ijd| 4

30AaAT A | bi AOOA O/ Hranol, jehlan, komoly jehlan

-12 -
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1.6. Kosocétverec

Ctyiihelniky >Rovnobézniky > Koso¢tverec

2+(u_2)2
2

Obsah: S—T=azsinaS=a-v

Obvod: 0 =4a a2 = (uz_l)

— Ur-u2

+1 O e OOAOAA

Obvod: 0=4a
Obsah: S = ulzi

ol A0 OOAEITITid| 4

30AT A § BT AOOA O/ Klenec, hranol, jehlan

-13-
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1.7. Trojuhelnik

Trojuhelniky > Obecny/Pravotuhly/Rovnoramenny/Rovnostranny trojuhelnik

Soucet vnitinich ahli: o + f +y = 180°

90

q0°

Obvod: o=a+/+c
+h+
Obsah: S=ys-(s—a)-(s—")-(s—¢) *szazc
§ =2 cyklicka zamena, u pravouhlého trojuhelnika- S = a?
1 . o
S= 5 a-b-siny cyklicka zameéna
= a2¢ _ 5 AN > =L ,,=_4
S= el polomeér kruznice opsané  r iy acykl. Z
a+h+c v .. , S
S= @ 0 — polomer kruznice vepsané 0=s

Euklidova véta:
pro vysku:  v? =c, - cp

X cq2 — 2 _
pro odvésny:a“ =c-c, , =c-cp,

-14 -
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. J e v a Cc
Sinova véta: —=—=—=2r
sin a sin B siny
Kosinova véta:  a® = /%2 + ¢? —2/c - cosa
cyklicka zaména

Tyto vEty jsou Casto vyuzivany u 3D téles, respektive u jejich podstav ¢i stén.

1.8. Rovnoramenny trojuhelnik

Obvod: o=a+b+c

Obsah: S = a’siny |
2

S = Zsin2a
2

(plati zde cyklicka zaména)

Obsah Ize spocitat i ze v vztahl pro obecny

trojuhelnik.

-15-
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1.9. Rovnostranny trojuhelnik

Trojuhelniky > Rovnostranny trojuhelnik

U rovnostranného trojihelnika

1ze obsah spocitat takto:

V3
SZTaZ

VSechny jeho wvnitini thly jsou
shodné¢  (60°), spolecn¢ se
stranami, vysSkami 1 téZnicemi.
Stied vepsané i opsané kruznice

je v témze bodé.

J ARAT L OOi EYEAI 1 pt

Obvod: o=a+b+c
Obsah: S=a:“,5=§-a-b-siny

ol éAO0 OOAEITijg]|3
31 OélAROET I ij 180°

30AT A | bi AOOA O/ Hranol, jehlan, komoly jehlan

-16 -
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Pythagoras ze Samu (6. — 5. Stol. p¥. n. 1.)

Byl to legendarni fecky filosof a matematik. Spravy o jeho zivoté jsou

vSak velmi malo spolehlivé. On se svymi Zaky vynalozil veliké usili
na to, aby geometrii dali védecky charakter. Pythagorovi se
piipisuje hlavné véta o souctu wvnitinich whla trojihelnika,
ctyfuhelnika a pravidelnych mnohouhelniki a dale pak
geometricky zplisob feSeni kvadratickych rovnic. Nejslavngjsi je
vSak znama Pythagorova véta, kterd vyjadiuje souvislost mezi
¢tvercem sestrojenym nad odvésnami a pifeponou pravouhlého
trojihelnika. Tato véta se povazuje za jednu z nejdulezitéjSich vét

geometrie, vyuzivanou pii feSeni geometrickych problémd.

-17 -
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1.10. Pravidelny n-uhelnik

Obvod: o=n-
Obsah: S=n-3-e

00

S=75

Obvod: o=n-a

— a _ 00
Obsah S=n > Q,S—T
0i 6A0 T EII DGpe;"("2_3)

31 OelAROET I iij (n—2)-180°

30AaT A j BT AOOA O/ Hranol, jehlan, komoly jehlan

-18-
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1.11. KruzZnice a kruh

Kruznice: VSechny body, které maji stejnou vzdalenost od stiedu S (polomér r).

Kruh: Vsechny body, které maji stejnou vzdalenost od stfedu S, nebo mensi (mensi nez

polomérr).o = wr + 2r Sin%

Délka kruznice — obvod kruhu: o0 =2nr, o =md
Obsah kruhu: S =nriw =2a
_ md?
S=
+O00LT EAA A EOOE
Obvod: o=2nr, o =md
Obsah: S=nur?,S= anz
01T éAO0 OOAET I ij d | Nekone¢né mnoho
30AT A | BT AOOA O/ Valec, kuzel, komoly kuzel

-19-
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1.12. Elipsa

Elipsa vznikne tak kdyz si ptredstavime, Ze body F1 a F2 (ohniska) jsou koliky v zemi a
k obéma témto kolikim se piivaze provazek delsi nez je vzdalenost obou koliki od sebe.
Soucet vzdalenosti od obou ohnisek k bodu X maji vSechny body elipsy stejny. Poté se

provazek napne a jeho opisujici tvar (pohybujici se bod X) je pravé elipsa.

D
Délka tsecky ,,a“ je rovna délce usecky |AS|. Pokud je usecka ,,a“ rovna usecce ,, ), jedna se

o kruznici. Pti pfepoctech délek usecek a, 1, e je pouzivana Pythagorova véta.

Obvod: o=mn(a+))
oin[g(a+ )—\/a_]

Obsah: S =ma

Pomocné vzorce
Vystiednoste: e =+Va?— /2

-20 -
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2. T¢lesa

V Geonextu samoziejme lze zkonstruovat i 3D télesa. Neni to vSak program stavény pro télesa a

nemd na t0 ani Zadnou specidalni funkci. Sestrojit se ale daji geometrickou metodou, kde je Sirka
. . , 1. ., v s , , A .
telesa natocena pod uhlem 45° a o 5 Jeji skutecné délky zkracena. Takto vytvorend télesa jsou

urcena pouze pro ndzornost, napriklad na rozdil od AutoCadu, kde muzeme télesa natacet,
stinovat atd. Pokud chceme rozlisit barvami nékteré stény, umozni to funkce ,, Polygon,* ktera

stenu vybarvi a poté miizeme ménit barvy. Dokonce Ize nastavit i intenzitu prithlednosti.

2.1. Sestrojovani téles

Program Geonext neumi pouze kresleni zakladnich ploSnych utvard
aobrazc, ale lze vném také bez vétSich problémi nakreslit télesa

trojrozmérna. Je to program dynamické geometrie, ve kterém lze dané

objekty upravovat a také zachovéava vztahy mezi objekty pfi jejich pohybu.
Ovladat program se da viceméné dvéma zpiisoby. Prvnim zpiisob je pomoci roletovych list,
které nalezneme nad kreslici plochou. Druhy zptisob je menu s ptislusnymi ikonkami v levé
casti. ProtoZze Geonext ma mnoho uzitecnych funkci, nabizi se i vice zplisobl jak sestrojit

potiebné Utvary ¢i télesa.

U sestrojovani prostorovych téles je pro usnadnéni prace vhodné si

i
nastavit tzv. ,,Zobrazeni mitizky*“ a poté¢ volbu ,,Pfichyceni bodu o i3

k mtizce.” Tyto volby nam zna¢né usnadni a urychli praci. Samotné zobrazeni mftizky je spise
jen orientacni, ale volba kterd bod k mfizce pfichyti je velmi uzitecnd hlavné pro osové
soumerna télesa.

Ja osobné ji pouzivdm ze zacatku konstruovani, ale pii vétSim poctu Car je tato volba spise
zpomalujici, jelikoZ body, které chceme vlozit blizko mfizky se na ni automaticky navazi,
proto je vhodné tut volbu pozdéji vypnout a ptidadné potfeby znovu zapinat a vypinat. Pfi
prvni volbé se na kreslici plose objevi Seda orientacni mtizka, pfi volbé druhé miika zEevena.
Lze v8ak zapnout pfichycovani k mfiZce, aniZ bychom pfedtim miiZku zobrazovali. V této
¢asti se zabyvam konstrukci kvadru a valce, protoze se jedna o riizné konstrukce: ,,hranaté* a

o téleso s kruhovou podstavou. Ostatni télesa 1ze narysovat podobnym zptisobem jako tato.
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e Sestrojeni kvadru

V prvnim kroku sestrojime obdélnik pomoci tise¢ek. Kolmost nam zajist'uje miizka, ktera

f1 zapnuti volby ,,Pfichyceni bodu‘ zCervena.
p p Y 5 y

1
Sestrojime kruznici K se sttedem E a polomérem > EF.

Zpiisob 2 :

Zde se nam nabizi také jina moznost a to ta, ze k usecce SF vytvorime uhel 45°. Docilime
toho pres Objekty-Uhly-Uhel(zadat velikost). Nejprve klikneme na bod E, poté na F (pokud
chceme, aby uhel byl v bodé F, klikneme na body v opacném poradi) a zobrazi se nam
tabulka, do které napiseme potrebny uhel — v tomto pripade 45°. Po zadani hodnoty uhlu se
zobrazi bod, ktery po spojeni usecky s bodem, na Ktery jsme kliknuli drive, tvori potiebny
uhel.
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: : DalSim krokem je sestrojeni ptimky p, prochazejici bodem E a svirajici
>‘ Prusedik

s useckou EF uhel 45°. Prunikem pfimky p a kruznici k nam vzniknou

dva body: H1 a H2.

Pro vznik horni podstavy kvadru (a tim bodu G) miZeme také pouzit nékolik feSeni. Asi
nejrychlejS$im zptsobem je volba ,,Bod rovnobézniku,* kdy program sam bod G dokresli. Aby bod
rovnobézniku vznikl nad bodem F, musime nejdfiv kliknout na tuto volbu a poté postupné na

vSechny tfi body v potadi E-F-H1, nebo F-H1-F.
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Zpusob 2:
Dalsim zpusobem sestrojeni bodu G je pres rovnobezky, které vsak ndsledné musime skryt

a vzniklé body na nich propojit useckami.

o)

Sestrojime kolmice m1 a m2 k tsec¢ce H1G v bodech H1 a G1.

Zpuisob 2:

Jinym reSenim je sestrojeni rovnobézek ml a m2 Kusecce AE. Nebo dva zbyvajici body

¢

kvadru dokreslime opét pomoci volby ,, Bod rovnobézniku.
|

m2 m1
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Ptes body A a B vedeme rovnobézky p2 a p3 s ptimkou p. Tim vzniky body C a D a cely

kvadr.

|
I
|
O
k \
!
|
l
I
b
—
7|
A ’ |
7 I

/

/
X Pomocné cary
Skiyt skryjeme volbou
»okryt“ a  vznikly kvadr dokreslime
Gse¢kami.  Casti  kvadru v zékrytu

narysujeme cCarkované — pres Vlastnosti

objektu, zde nalezneme pozadovanou

usecku a u ni volbu ,,Druh ¢ary.*

m1
[ 2 Vlastnosti objektu E‘Q‘i:_hj
- Objekty - Informace o objektu
— Typ |Piimka |
Jméno  |[a | [ prej |
BadB Informace | Pfimka urcend bodyAaB
Piimka a
% Cary «|»
Druh &ary -
Tloustkagary [ ~
E Eo s s
Zaviit
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S

Pomoci polygonu jesté¢ mizeme pro nazornost zvyraznit postavu kvadru, to je vSak tieba udélat
jesté  nez

O Polygon skryjeme == == s

™ Usedxa
Jméno o Pisimenovat
Informace  Pfimka uréend ooy B a F

body spodni podstavy, nebo

Pokud polygon nakreslime,

spodni podstava je tim padem

|
I
|
je musime znovu zviditelnit. |
|
|
|
|
|
|

tvofena dvéma useCkami na

sobé aty jsou proto tlustsi. y

Proto z estetického hlediska
posledni Ctyfi usecky polygonu skryjeme a pod nimi zlstanou usecky ptivodni. Nakonec

samoziejm¢ mizeme pohrat s barvami.
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Pokud jest¢ chceme zobrazit popisky ¢ar a popisek se nezobrazi tak, jak
bychom si ptedstavovali (hodné blizko ¢ary, pfimo na ¢are — viz obrazek),
musime vytvofit bod, ten pojmenovat tak jako ¢aru a s nim miZzeme volné
pohybovat. U tohoto bodu v jeho vlastnostech skryjeme pouze jeho obrys.
(viz. Konstrukce plosnych utvari)

BodA

BodB

Usetkaa[1]
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e Sestrojeni valce

Pti tomto sestrojeni valce budou jeho elipsovité zakladny pouze ptiblizné, protoze se

skladaji z jednotlivych tsecek.

Jak tedy sestrojit podstavu valce - elipsu?
Elipsa se da sestrojit dvéma zplisoby. Prvni zplsob je znacné zdlouhavéjsi, ale umozni nam
skrytou ¢ast elipsy udélat ¢arkovane. Druhy zpusob je rychlejsi, elipsa je ptesnd, ale neda se s ni

nijak manipulovat. O tomto zpiisobu se zminim pozdéji.

Zptsob 1:
Prvnim krokem ke konstruovani vélce je opét jako v prvnim piikladu zapnuti pomocné mfiizky pro
lepsi a rychlej$i praci a orientaci. Tentokrat nemusime zapinat volbu pfichyceni k mfiZce, protoze
by v dalSich krocich znemozfiovala vlozit bod na libovolné misto a piichycovala by ho k sobé.
Nejprve sestrojime kruznici, ktera ma polomeér totozny s polomérem konstruovaného valce. Poté
sestrojime jeji pramér. K narysovani pottebné zakladny vélce (z naseho pohledu elipsy) poslouzi
funkce ,,Animovat.“ Toto je jedna z pokrocilejSich funkci Geonextu. Elipsu tedy sestrojime
nasledovné: Kdekoliv na kruznici sestrojime tzv. vazany bod D (obr.1), ktery bude pozdéji putovat
~ A po kruznici. V jeho Vlastnostech objektu pouzijeme volbu

A Vazanj bod o o ,

»~Animovat,” zde mizeme stavit také tzv. délku kroku ve stupnich,

ktera udava délku animovanych bodi od sebe.

-28-



— & - VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES
Petr Michal

BodA

BodB

Kruznice k

Pohyblivi bod C

Usetkaa

Z n¢j vedeme kolmou tsecku na pramér kruznice. Na této useCce vytvorime jeji stfed (v naSem
piipadé bod F). Bod F musime nastavit tak, aby zanechaval stopu a to pies vlastnosti objektu, zde

najdeme bod F a zaskrtneme funkci ,,Zobrazit stopu objektu®.

3¢ Viastnosti objektu

BodA

BodB

Kruznice k
Pohyhlivi bod C
Usetkaa
Pohyblivi bod D

BodE

mja]=]

Teprve ted” miZzeme zapnout animaci pro vytvoieni elipsy pfes Objekty — Animace - Zadit

animaci.
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Kdyz nam Geonext pomoci bodu F vykreslil Sedymi teCkami elipsu, animaci vypneme opét
Objekty-Animace-Ukonc¢it animaci. Ted si ovSem musime dat pozor, abychom s kreslici plochou
nepohybovali ani se nepfiblizovali ¢i vzdalovali, protoze $edé body elipsy jsou pouze orientaéni
a pii pohybu zmizi. To je podle mé jedna z nevyhod tohoto programu. Reseni je takové, Ze na Sedé
»teCky* vlozime body. To je sice zdlouhavé, ale
praci si mizeme uSetfit tim, Ze body sestrojime

pouze na ctvrtiné celé elipsy a zbylé body

dokreslime bud’ pomoci stfedové, nebo osové

soumernosti.

Takto vtvofené body uz staCi propojit tseckami a ve vlastnostech objektu body skryt spolu

S useckami, které nebudou vidét.

Zpiisob 2:

Ted prichdzi na rvadu jiz zminény rychlejsi zpiisob, po kterém vsak s elipsou nelze nijak
manipulovat ani ji néjak upravovat. Postup je ze zacdtku stejny jako pri zpusobu prvnim, tj.:
Kruznice, jeji prumeér, vazany bod kdekoli na kruznici, kolma usecka z vazaného bodu na priimer
a nasledny stred této usecky. U pohyblivého bodu na kruznici si v jeho vlastnostech zvolime opét
volbu animovat. Nyni si rozbalime nabidku grafy a v ni tzv.,, Kiivka stopy ???“, se kterou klikneme

na body (v tomto pripade D a F). Tim automaticky vznikne potiebna elipsa.
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Elipsu tedy mame sestrojenou. Jestlize byla konstruovana prvni metodou, valec sestrojime
nasledovné. Bodem A vedeme kolmici. Na ni zvolime bod, ktery lezi v poloviné vysky budouciho
valce. Timto bodem vedeme rovnob&Zzku s primérem kruZnice. Pfes tuto pfimku mizeme ud¢lat

osovou soumérnosti druhou elipsu.
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BS BR
su BT BS BR Bo o

Bv x BO
By *o T BN
BXx % BM
Bk % BL
= *BK
g A xgﬁ{
*ce BG
ol v4 BF
X AY BEx
® . AX
% AS B~

AR

Nez skryjeme vSechny nepotiebné body, krajni body priméru a jejich obrazy v horni elipse propojime
useckami. V ,neviditelné* poloviné spodni elipsy skryjeme tsecky vzdy ob jednu — tim vznikne

¢arkovana Cara.
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Nyni uz sta¢i jen vypnout pomocnou miizku a valec je hotovy. Pokud byla elipsa nakreslena
druhym zptisobem, valec dokon¢ime takto: Ve stfedu priiméru kruznice opét vzty¢ime kolmici. Na
této kolmici si zvolime libovolné bod podle toho, jak chceme mit véalec vysoky. Timto bodem
vedeme rovnobézku s primérem. Na i sestrojime kruZnici se stejnym priamérem jako spodni
kruznice. Nakonec v této kruznici udélame elipsu stejnym zplsobem jako elipsu prvni.
Nepotiebné ¢ary a kruznice skryjeme volbou Skryt a elipsy propojime tiseCkami v krajnich bodech
prumé&ra kruznic. Takto vznikly valec vSak nebude mit zadni polovinu spodni elipsy ,,v zékrytu*

¢arkované.
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e Sestrojeni klinu s valcovou plochou

Toto téleso je vlastné usekem kruhového valce (pidorysem je
kruh). Také by se dalo zaradit do téles specidlnich — jelikoz
se jedna o ¢ast valce setiznutého rovinu. Na této konstrukei je
nazorn¢ predvedena funkce animace a také to, ze Geonext

neni programem urc¢enym pro rysovani prostorovych téles.
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3 Vlastnosti objektu = | B [
- Objekty r 0 objektu
BodA ™ [Pohybiivy bod ‘
Jméno [c | Prej |
BodB) Informace |LeZfinak_ a
Piimkaa
Kruznice k
Pohyhlivi bod C

BodD

Usetkab

& Vlastnosti

BodE
[_J Zobrazit soufadnice [v] Animovat

[J Uvolnit bod [J We sméru hodinawich rugice

g VloZit obraz
'E Délka kroku ve stupnich ’507 | Po_ﬂiﬂ\
V Zaviit

Jako v piipadé sestrojovani valce za¢neme
podstavou — coz je polovina elipsy. Tuto
elipsu tedy vytvofime jako u valce, avSak
s tim rozdilem, Ze jeji podélnou osu nato¢ime
pod libovolnym malym uhlem (kvili
vysledné perspektivé télesa). Také by Slo
sestrojit pouze polovicni konstrukci pomoci
kruhového  oblouku.  Nyni  nasleduje
nejpracnéjsi ¢ast konstruovani — umisténi
bodl na vytvofené orientacni ,,tecky*.
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V dal$im kroku si zvolime primér kruznice pod uhlem (primér je ve skutecnosti kolmy

na podélnou osu elipsy).

U bodu ,,C* odSkrtneme zpét volbu animovat. To je nutno udélat protoze pokud vysledné body
,pilelipsy* propojime useCkami a ,,nahofe” budeme animovat elipsu novou (plochu fezu), spodni
,pilelipsa® se zacne animovat také a zdeformuje si diky pfichycenym useckam k bodiim. Pokud vsak
body jesté nemame spojeny useckami, Geonext dokaze délat obé animace najednou.

Pod pozadovanym uhlem (tthlem fezné roviny) se narysuje pramér kruznice, na ktery poté vzty¢ime
kolmou usecku (zatim jako u elipsy pfedchozi). Na této usecce vSak nebudeme délat jeji stred,
ale umistime na ni bod (AX) ve tejné¢ vzdalenosti jako bod AN od sttedu A (vzdéalenost se pienese
napiiklad pomoci kruznic). U takto vzniklé konstrukce nastavime u bodu AV volbu animovat a u bodu
AX zobrazit stopu. JelikoZ jsme bod zobrazujici stopu umistili do vzdalenosti|A-AN|, animace vytvofi
elipsu prochazejici krajnimi body spodni ,,pilelipsy.*




— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

Vznikl zde vSak problém se zakiivenim plochy fezu valce. Pro ndzornost vSak tato konstrukce
stati a tento problém lze vyfeSit bud’ ,protdhlejSim*“ tvarem plochy fezu, nebo rucnim
Lupravenim® spodni podstavy. Pokud by se rysovalo od zacatku pod tthlem 45°, spojovaci ¢ara
obou kiivek by vychazela jako ,horizont.” Nakonec se dodé€laji estetickeé Upravy jako je skryti

nepotiebnych bodu, isecek a kruznice, zména stylu ¢ar, pomoci polygonu zvyraznit podstavu...
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Tyto funkce programu vyrazné usnadiuji a urychluji celkové kresleni. Je jich samoziejmé mnoho,

proto se budu zminovat pouze o téch zdkladnich. Prvni je jiz zminované ,,Zobrazeni

wrw

o=

miiZky“ a ,,PFichyceni bodu k m¥iZce.“ Dalsi je také zminéna volba ,,Bod rovnobézniku,*

ktera ndm dokresli zbyvajici ¢tvrty bod rovnobézniku automaticky pomoci tfech bodi.

a) BOD ROVNOBEZNIKU

Tuto funkci programu uplatnime, chceme-li napftiklad

? c .
X dokreslit bod D budouciho kosodélniku na misté ,,?.
Zalezi zde na poradi, ve 5 i
kterém na body A, B, C ) xz)

X

,.klikame.* Proto,

musime v tomto ptipadé

Xm

pouzit potadi z obrazku.

x 3)

B

: 1)

Pokud bude smér poradi ,,naklikani“ bodl zprava:

Pokud bude smér poradi ,,naklikani“ bodua zleva:

1fox

x 2) x 1) %2)

53)

D

-

Touto metodou Ize snadno a efektivné vytvaret objekty bez pomoci pomocnych ¢ar a kruznic.
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b) OZNACENi A MERENI UHLU

o]

Dalsi je vysvétleni postupu pii mérFeni tdhla. Pokud
chceme oznacit vnitini thel ,,? pfi bodé B, postupujeme

nasledovng: &, omaiit tinel

e Na body A, B, C ,klikime“ za pouziti funkce
,,Oznacit uhel.”“ Také zde zalezi na jejich poradi a
pro zméfeni vnitiniho uhlu o pouzijeme postup,
ktery je na obrdzku. Poté se automaticky zobrazi
barevné thel, ktery sviraji tsecky, respektive body

A,B,C. ) )

[e]

1)
e Kdyz ptedesly postup obratime, Geonext oznaci

u bodu B vngjsi uhel (tento uhel mizeme piejmenovat

ve ,,Vlastnostech objektu* napt. na tihel )

2) 3)
{\' Zméfit vzdalenost e Pro zméfeni daného
& Zméiit uhel Ghlu je Geonext vybaven

ikonou ,,Zméfit thel,* ktera
se rozbali z nabidky ,,Zm¢éfit vzdalenost.“ Potadi

bodli pro zméfeni je stejné jako potfadi pro

oznaceni thlu.

<ABC =45.0°
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3 Viastnosti objektu

=E=S) V]astnosti objektu jsou vyuzivany témér pii jakémkoli

- Objekty T 0 objektu

Bod A Typ Pfimka

Jméno a | [P

|| kresleni, a to nejen pii slozit€Sich, ale 1 pii

BodB Informace  Pfimka uréend bodyAaB

Piimkaa

jednoduchych konstrukcich. Tato volba umoziuje

napf. pfejmenovat objekty, zménit jejich barvu, u car
jejich druh (C¢arkovand, cerchovand...), zménu tvaru

oznaceni bodu atd.

Druh &ary

Tloustka &ary

N B{N=RIN=N o IS
Zaviit
3 Vlastnosti abjektu SHE—
[ Objekty ——— Informace o objektu
Pokud chceme napiiklad zménit barvu vSech bodd, a0 W |

nemusime oznacovat postupné kazdy bod zvlast, ale
lze oznadit vSechny potfebné body najednou
s pomoci klavesy ,,Ctrl“ a pouzit pozadovanou
volbu pro zménu. Pouziti klavesové zkratky ,,Ctrl*

+ ,A“ ozna¢i vSechny body. To samé plati | bt ston bl

samoziejmeé

1 pro usecky, kruznice apod.

a2

Jméno | H ‘

EeLE Informace | Zvoleno vice objektd

Pfimka a

["m-VEeonecnd [[0brys [ [Popis [{ X Viastnosti

[ Skt abiekt

[ Zobrazit abjekt jako névrh

e =]

e Pii konstrukci objektl, které maji vice véci shodnych
(stejné nazvy hran, bodd, stran), se zde vSak vyskytl problém.
Pti pfejmenovani stran »b, c, de na
», 4, a“ se za ndzev ,,a* jest¢ pripsala Cisla. Pokud ale
chceme vSechny strany pouze jako ,,a,* pfi pfejmenovavani

je postup naptiklad takovy:

b =>a(mezera), c =>a(mezera mezera), d =>a(mezera mezera mezera)
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U vypoctl a vlastnosti téles se budeme setkavat také s jednotlivymi oznacenimi:

S - povrch télesa
V - objem télesa

vV -vyska télesa
Us - sténova uhlopiicka
U; - télesova thlopticka

Sp(P1; P2; P3) - obsah podstavy télesa

Pn - obsah kolmého (normalového fezu)

Ps - obsah stfedniho fezu

Spl - obsah plasté télesa

O; O3; O; - obvody podstav

O, - obvod kolmého fezu

Os - obvod stfedniho fezu

I - polomér podstavy

p - polomér podstavného kruhu (napft. u kulové tsece, kulového pasu)

Povrch a objem télesa:

Povrchem télesa se stru¢né rozumi soucet vSech obsahui ,,S stran, (podstav) tohoto télesa.

Objemem zase rozumime veskerou ,,hmotu®, ze které se téleso sklada. U obou téchto pojmu také plati,
ze dvé shodna télesa maji shodné povrchy i objemy.

e Matematicka véda, zabyvajici se problematikou geometrie v prostoru, vzajemnou polohou

rovin a ptimek se nazyva Stereometrie, nékdy také Prostorova geometrie.

Archimedes ze Syrakuz (priblizné 287 — 212 p¥. n. 1)

Byl to fecky matematik, fyzik, astronom a jeden
z nejvyznamnéjSich badatelti starovéku. Jako prvni vypocital
obvod a obsah kruhu, povrch a objem koule, elipsoidu,
hyperboloidu a paraboloidu. Archimedes také dokéazal ze

Vi:Vo:Vy=1:2:3, kde V, = gnr3 (objem koule s polomé&rem r),
V3 = 2nr3 (objem valce opsaného této kouli), V; = %m"q’ (objem

kuzele vepsaného do tohoto valce). Diky Archimedové zakonu
muzeme zjistit objem télesa (pokud je vyplnéno celé svou hmotou).

>

"' * o
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2.2. Simpsoniv vzorec

Je specialni vzorec pro vypocet objemil vSech zndmych téles.

S3=10 53 S3

/ : |

/ |

/ T T[T

/ /| s2 s

Ve - _|_ —_ —V
4 _ S B .
)_ - — =
/ 51

V= 5 (5, +4S, +53) - vyska télesa

S3 - obsah horni podstavy
Sy - obsah Fezu rovnobézného s podstavou ve stredu vysky télesa

S1 - obsah spodni podstavy

Konstrukce ptikladu Simpsonova vzorce: Pri vétsim poctu car (i skrytych) se Geonext zacina lehce
sekat.

DL

S3=0

X
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2.3. Priklad pouziti Simpsonova vzorce

Jako t€leso pro nazorny piiklad jsem si vybral rotac¢ni kuzel. Kuzel je pro pouziti tohoto
vzorce spolu s kouli a kvadrem / hranolem asi nejjednodussi z hlediska vypoctu. U zminéné

koule jde o ptipad, kdy obsah horni a spodni ,,podstavy* je roven nule.

Zname zde: r=10

Vzorec pro klasicky vypocet objemu kuzele je V = %n’rzv. Pokud za né&j dosadime, objem
vyjde 1256,64 [cm3]. V= §n10212

V = 1256.64[cm3]

Nyni pouzijeme Simpsonlv vzorec. U tohoto vzorce je tfeba znat obsah fezu rovnobézného
S podstavou ve stfedu vySky télesa. Ten se spocitd jako obsah kruhu, ktery ma

polomér / primér dvakrat mensi nez je polomér dolni podstavy.

V:g(51+452 +53)
V = — (314,16 + 4(7854) + 0)

V = 1256.64[cm3]

Z toho vyplyva, ze Simpsonliv vzorec opravdu funguje.
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Thomas Simpson (1710 - 1761)

Thomas Simpson se narodil v Leicestershire v Anglii jako syn
tkadlece samouka. V mladi od n& bylo ocekavano, ze bude
vykondvat stejnou praci jako jeho otec. AvSak s vyskytem zatméni
Slunce roku 1724 se Thomas Simpson zac¢al zajimat o matematiku
a astrologii. Rozsitoval své matematické vzdélani a roku 1743 byl
jmenovan profesorem matematiky na Kralovské vojenské
akademii ve Woolwich, kde vyucoval az do své smrti. Jako

matematik se vénoval problémim geometrie a trigonometrie,

ale také 1 teorii pravdépodobnosti. V roce 1743 byl zvolen
zahrani¢nim ¢lenem Krélovské §védské akademie véd.
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2.4. Kvadr
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VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

(Rovnobéznostén s kolmymi hranami a obdélnikovymi sténami)

ul

plast kvadru

Objem: V =ab
Povrch: S =2(ab + ac + bc)
Télesova uhlopricka:u =

1/aZ_|_bZ_|_ 2

-44 -
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Objem V = abc

Povrch S =2(ab + ac + bc)
4 0A0 OO0fT Ud | obdélnik (+ &tverec)
0T ¢eAO OOl g |6

o0l e A0 EOAT ¢ |12

0T A0 OOAEIT I|8

61 EOGT p T EAI|90°

Kvadr je prostorové (trojrozmérné téleso).
Stény mu tvofi 6 obdélnikd, nebo 4
obdélniky a 2 ¢tverce — podstavy, v tomto
ptipad¢ se jedna o pravidelny ctyiboky

hranol. Vztahy hran kvadru mezi sebou

jsou: rovnobéZnost nebo kolmost na sebe. Totéz plati 1 o jeho sténach.Objem se zde vypocita

vynasobenim jeho délky a, Sitky b a vysky c. Povrch jako soucet obsahil obdélnikd, které jeho povrch

tvori. Kvadr je podobné jako krychle osové soumérny (v prostoru podle os X, Y, z), stfedové

soumérny (podle mista, kde se protinaji sttedové tihlopii¢ky) a rovinné soumérny (roviny jsou

rovnob¢ézné se sténami kvadru).

Kosoctvereéna soustava:

Vyska, sitka a délka kvadru jsou rizné dlouhé. Kosoctverecna se ji fika proto, Ze mineraly maji tvar

prifezu blizici se ke kosoctverci.Do této soustavy se fadi: olivin, sira, aragonit...

e

Antimonit

- 45 -
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2.5. Krychle
(Kostka, pravidelny Sestistén, hexaedr)
H c
|
|
E F
< |
~ |
~
T
T
| -
| ~
a - -
| <
‘5 :
/
/ §
/ . ul a
L, —
A a B

Krychle vytvaii tzv. Dualni mnohostén, ktery vznikne tak,
ze ze stén krychle vytvotime vrcholy. Sousedni vrcholy poté
propojime tseckami — budoucimi hranami mnohosténu.

U krychle vznikne mnohostén s osmi sténami — osmistén.
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Povrch: S = 6a?
Sténova thlopiicka: u; = av2

Télesova uhlopiicka: u = av3

ut

plast krychle
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Kdyz se tekne slovo ,,teleso,” vétSina

lidi si ihned piedstavi krychli. Krych le

Krychle je tedy prostorové téleso. Dalo

by se fici, Ze je to specialni duh kvadru, | Objem: V=ad3
ktery ma délku vSech hran stejnou — tim | pgyrch: S = 6a?

padem i velikosti stran.Mezi sténami a

hranami krychle plati stejné vztahy jako |4 OA O OOR| Ctverec
U kvadru: U sousednich stén plati (o] ¢ AO OC 6
kolmost na sebe a u protilehlé T s A = &
rovnobéznost. Hrany spojujici se v rozich jsou na sebe kolmé 01 A0 EQ12
(v osach x, y, z), s ostatnimi jsou pak rovnob&zné. Krychleje |0T ¢ AO OJ38
soumérna osové podle 13ti os, soumérna stiedové podle e T EAG] b

. ey v y . . . - v v I 900
jejiho stiedu a také je podle 9ti rovin rovinné soumérna. vreholu:

Krychlova soustava (kubicka — z anglického ,, cube “ — kostka, krychle):

V pfirodé se nachazi nékolik druhii tzv. Krystalografickych soustav (jeden ze zakladnich druhli
symetrie v krystalové miizce) a jednou z nich je pravé soustava Krychlova. Tuto soustavu tvoii
samoziejmé krychle, které maji az 9 rovin soumérnosti, coz je nejvice. Mezi mineraly této soustavy se
fadi naptiklad: kamenna siil, diamant, zlato, stfibro, méd’...

AN

|
I
I
I
i N

N ‘ T
AN N ‘a e k a
a o] a
a, B,y #90° azb#c atc
Krychlova s. Klencova s. Kosoctvereéna s. Ctverecna s.
a#c a, B,y #90° B=90° ;a,v=90°
Sesterecna s. Trojklonna s. Jednoklonna s. Sul kamenna —halit,
je tvoten krychlovou
soustavou
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2.6. Hranol
F E
\ |
, \ |
A o
| |
\ |
\ e | o
\ i
[ B
ﬁ S~
Y F E ~ -
/ S~
s ~
A D
B C
Objem: V=5Sp-

Povrch: § = 2Sp + Spl
Hranol, stejné jako krychle ¢i kvadr mtze byt kosy, nebo kolmy — podle tihlu svirajiciho bo¢ni strany
s podstavou. Pokud je hranol kolmy a jeho podstava je ¢tverec nebo obdélnik => jedna se o kvadr.

Pokud jsou vSechny jeho stény ¢tvercového tvaru, potom se jedna o krychli.

Hranol

Objem: V=Sp-

Povrch: S =25p + Spl

4 0A0 0O00@T Uq Obdélnik (&tverec), lichob&znik
Tvar podstav: n-thelnik

0T A0 0O0OnT q n

0 eAO OOAET1ijdn.2
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2.7. Jehlan

Objem: V= éSp Y

Povrch: S =Sp+ Spl

Obecny jehlan mize byt vyoseny => jeho vyska se nerovna jeho ose.

Jehlan

Objem: V= %sp -V
Povrch: S =Sp+ Spl
4 0A0 00nT U(q Trojthelnik
Tvar podstavy. n-thelnik

0T ¢AO OOAEIT T ijgn
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2.8. Pravidelny jehlan

Objem: V= %Sp Y

Povrch: S =Sp+Spl

Jeho objem se rovna 1/3 objemu, ktery by

m¢l hranol se stejnou velikosti podstavy a

stejnou vyskou jehlanu.

Tyto pravothlé trojuhelniky jsou
dobré pro vypocet vlastnosti jehlanu.
Pres Pythagorovu vétu (nebo

Sinovou a Kosinovou vétu).
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2.9. Komoly jehlan

Objem: V=3( + ./ +5))
Povrch: S=5+5 +Spl

Je to jehlan s ,,ufiznutou Spickou,” diky ¢emuz ma dvé podstavy.

+1 1T T1L EAEI AT

v
Objem: V= §(Sl + /515 + 52)
Povrch: S=5+S5,+Spl

Pravidelny lichobéznik,

40A0 0061 U4 lichob&znik

Tvar podstav. n-thelnik

0f ¢éAO OOAEIT Tijdn.2

-51-



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

2.10. Rotac¢ni kuzel

Objem: V= gnrzv
_1_
V= 127rd v

Povrch: S =mr? +nirs

S=nr(r+s)

Vznika rotaci pravouhlého trojuhelnika okolo odvésny.Objem je roven jedné tietin€é objemu

valce, ktery ma stejnou postavu a stejnou vysku.
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2.11. Kuzel

Obecny kuzel muze byt vyoseny => Kosy, jeho vyska se nerovna ose kuZzele.

s ~

21 OAél p EOLAI

. _1_2 1 2
Objem: V=gmrov, V=_omndv
Povrch: S=mnr?+mnrs, S=nar(r+s)

4 0A0 0O00nT U(q ,,stocend* kruhova vysed

Tvar podstavy: kruh

0 A0 OOAETI |1
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2.12. Komoly kuZzel

Objem: V= %(rf + 11y +18)

Povrch: S = nr? + nrf + Spl
Spl = T[(Tl + T'2)S

Je to vlastné vélec s ,,ufiznutou Spickou, diky cemuz ma dvé podstavy (s1.55).

+1 1 1AL A

: 2%
Objem: V= ?(le +n7, +15)

Povrch: S =nrf + nrf + Spl

»stoena* kruhova vysec bez

TvarOOfA T Ud, Spicky

Tvar podstav. kruh

0 A0 OOAET I jjd-
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2.13. Valec
d
52
90°
\
\
\
lv
\
\
— ‘— —
Ve - | - ~
| 90 ; A
O
Objem: V =nr?v
_ wd?
V= T v
Povrch: S =2nr(r+v)

Vznikne tak, kdyz se obdélnik/Ctverec orotuje okolo své strany. Muze byt rovnostranny, tj. kdyz se
jeho vyska v rovna priméru podstavy d.

6 Ul AA

Objem: V=mnrly, V= ”sz ‘v
Povrch: S=2nr(r+v)
40A0 00T Ug Obdélnik, ctverec
Tvar podstav. kruh

0i e A0 OOAET I ijd-
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2.14. Koule
P _4_3
Objem: V= 37T
Povrch: S = Axr?

Koule patii mezi té€lesa prostorova. Je tvoiena body, které
jsou od jejiho stfedu vSechny ve stejné, nebo mensi
vzdalenosti poloméru r. Koule je také téleso s nejmensim
povrchem pii daném objemu. Je symetrickd podle

jakékoliv pfimky prochazejici jejim stiedem (pramér d).

Kulova use¢ vznikne pranikem koule s rovinou.
(Pokud rovina protne kouli pfesné v jejim stfedu, poté
se jedna o dvé polokoule.)

Kulova usec se jesté d¢li na: Kulovy vrchlik

Podstavu kuloveé usece

Objem kulové aisece: V= %nv(sz + v?)
Povrch kulové usece: S =n2rv + p?)

Povrch kulového vrchliku: Q =2nrv

Polomér podstavy kul. usece: p = /v(2r —v) (p — polomér podstavy kul. isece)

Kulova vyse€vznikd priinikem prostorového thlu (lze si
ho ptedstavit jako Spicaty kornout) s kouli, ktery ma svij
vrchol ve stiedu koule. Zde opét plati to, ze kdyZ je vyska

. vyseCe stejnd jako polomér plvodni koule, jednd se o

polokouli.
Objem kulové vysece: V= %m‘zv
Povrch kulové vysece: S =nr(2v + p)

Polomér podstavy kul. usece: p = \/v(2r — v)

(p — polomér podstavy kul. isece)
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Kulova vrstva vznikne tak, kdyz dvé
navzajem rovnobézné roviny protnou kouli
(kazda v jiném misté) jejich pranikem je prave f
kulové vrstva.

(p1; p2 — poloméry kruhovych podstav)

Kulovou vrstvu mizeme délit na:

Obsahy kruhovych podstav

Kulovy pas
Objem kulové vrstvy: V= %nv(Spf + 3p3 + v?)
Povrch kulové vysece: S =n(2rv + p? + p3)

Obsah kulového pasu: Q = 2nrv

-57-




VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

Koule
Objem: V= %m‘?’
Povrch: S = 4nr?

/>

~ N\

+OI1 1 OU 1

OAé

Objem:

1
V= gnv(sz + v?)

Povrch: S =n(2rv + p?)
o OOAE EOI T Oi |Q=2nrv
0T1TTAO BT AOO,p=v2r-v)

+O1 1 U OL OA¢

Objem: V= gnrzv
Povrch: S=nr2v +p)
oTT1TiIiAO BT AOGOA p=./v@r—v)

P
i

+ 011 OU OOOOOA

Objem:

1
V = gmv(3pt +3p3 +v?)

Povrch:

S =m(2rv+ pf + p3)

| AGAE EOI T Oi EI

Q = 2mrv
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3.Specialni télesa

Specidlnimi télesy zde uvadim télesa, kterd jsou sefiznuta rovinou, jsou kosa, nebo jsou méné
obvykla. Néktera tato télesa se muzou jevit jako télesa sloZzena, ale pokud pfimo pro né existuji
vzorce, je mnohem jednodussi pracovat s t€émito vzorci, nez si t€lesa rozkladat na mnoho mensich

téles.

3.1. Pravidelny komoly jehlan

Komoly jehlan je sice fazen do téles zakladnich, ale je sefiznut rovinou rovnobéznou s jeho

podstavou a dal by se tedy zatadit i do téles specidlnich.

. . _v
Objem: V—g( + .,/ +5))
Povrch: §S=5,+5,+5pl

Spl = h .obvod sttedniho fezu

al

Pomocné vzorce
Obvody podstav: 01 =a;.n

02 =dax.n

Vyska poboéné stény: h = \/ (01 — 02)? + v?

Pobo¢na hrana: s =/(r, —1)2 + v2

— 01+02 __ ai+ap
2 2

5, (5

Obvod sttedniho fezu: O,

Obsah stfedniho fezu:
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3.2. Komoly rotaé¢ni kuzel

Komoly kuzel je taktéz jako komoly hranol fazen do téles zakladnich.

Pomocné vzorce

Strana kuzele:
Vyska kuzele:

Obvod stfedniho fezu:

Obsah stfedniho fezu:

Objem: V= %(rlz + 11y + 1)
Povrch: S =mrf + mrf + Spl

Spl=n(r, +1)s

= G
v=1/52— (1 —13)2

Os = T[(T'l + TZ)

2
ri+r
SS:”(lz 2)
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3.3. Jehlanec s obdélnikovymi podstavami

Jehlanec s obdélnikovymi podstavami, neboli obelisk je ttvar, u kterého nejsou podstavy

podobné obdélniky. Protilehlé stény jsou stejné.
Objem: V=g [arby + (ay + 0. )(by + ) +0.00]

Povrch: S=ab + + (al + )hl + (bl + )hz

Pomocné vzorce

eyl
S
|
~—
N
+
<
N

Vyska stény by hy = (

2
Vyska stény hy: hy, = (l ) + 12

al

Objem: V = %bv(Za +a,)

Povrch: Obsah ¢ela klinu + soudet obsahu

pobocénych stén
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3.5. Kosy hranol

Objem:

Povrch: § =25, + 5,

0, - obvod kolmého (normalového) fezu P,

3.6. Koso sefiznuty kolmy trojboky hranol

m+n+p
3

Objem: V=P

m+n+p
3

— aritmeticky prumér délek bocnich hran

Povrch: S =58, +S,,+ 5y

Sy =3 [(m+n)a+ (n+p)b + (m+p)c]
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3.7. Na obou stranach koso seriznuty n-boky hranol

Pivodni n-boky hranol, sefiznuty dvéma rovinami.

Objem: V=>5p 1,
L,, - spojnice tezist krajnich rezit (ploch) i teziste

kolméhorezu

Povrch: S =51+ 5+ Sy

S :Spl+0n'ln

Sp

3.8. Nepravidelny jehlan kolmy a kosy

_— _1
Objem: V= ESP'U
Povrch: §=S8,+S,

S

pl = souctu obsahii bocnich

stén, které nejsou stejné

-63-



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

3.9. Nepravidelny komoly jehlan kolmy a komoly jehlan kosy

Objem: V= g(P1 + P, +,/PP,)

Povrch:  Soucet obsahti podstav + obsah plasté

Sp1 = souctu obsahit bocnich lichobéznikovych stén, které nejsou stejné

3.10. Kosy valec

Objem: V=5,

Povrch:  §=2S5,+S5,

-64 -



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Objem:

Povrch:

Petr Michal

3.11. Koso sefiznuty valec

va[1]

vl

1
i
| vs

V=>5, v

- 2. T
V =nr Vs = Vs

d2

K obsahtim obou podstav musime pficist obsah plaste
d?

Sp =

Spi = mr(vy + vp) = ndv,

S=5,+5,, +5Sy

Pomocné vzorce

v1+vo

Stfedni vyska: Vs ==

Hlavni osa elipsy: 2a =./d?2 + (v, — v1)?

Vedlejsi osa elipsy: 2b =d
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3.1. Klin s valcovou plochou — usek valce

Objem: V= %rzv
Povrch: S =S5p1+Sp2+Sp
1 1
Spl = 57'[7'2 = gﬂ'dz
Sp 5

Petr Michal

VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

1 1 Sp1
2 = Smar = >mr r2+p2 = 2=

Cos a

Sp1 = 2rv

Pomocné vzorce

Hlavni poloosa: a=+Vr?+p?
Vedlejsi poloosa: b =7
3.2. Kosy kuzel
Objem: V= %nrzv

Objem je roven jedné tfetiné objemu valce,

ktery ma stejnou postavu a stejnou vysku.
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3.3. Anuloid (prstenec s kruhovym priiezem)

Objem: V = 2m®Rr? = 19,7392 Rr?
v =2m?Dd? = 2,4674 Dd?

Povrch: S = 4n?Rr = 39,4784 Rr
S = w2Dd = 9,8696 Dd
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3.4. Prstenec s eliptickym priifezem

----------

____________________________ :
e
|

Objem: V = 2n?abR
Povrch: S =2n%(a+b)R

3.5. Prstenec s obdélnikovym priifezem

Objem: V = 2mabR
Povrch: S=4n(a+ b)R
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3.6. Guldinovo pravidlo pro povrch rotacnich téles

Guldinovo pravidlo je pravidlo pro vypocet povrchi rotacnich téles.S = 2mol

2%

. o=r; [ = dréha tézist¢ obvodu tvortici plochy

Pokud se pohybuje plocha (S,), ktera tvofi

vysledny tvar télesa tak, ze jeji rovina je potad

A%

W Wew

|
|
|
|
!
| kolma k vysledné prostorové kiivce, kterou pii
|
|
|
|
|
|
|

______________________________ | této plochy.Zni to slozité, ale na piikladu je to

velmi jednoduché.

|
|

|

!

! Priklad:

! D =100cm
! a=3cm
|

|

|

b=4cm

Jako plochu S, zde médme obdélnik 3 x 4 cm. Obdélnik je to z toho divodu, Ze je to jednoduchy

Vzorec pro povrch je tedy:
S=4n(a+b)R
S =4n(3+4)50
S =4398.23 cm?
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Nyni zkusime povrch téhoz télesa vypocitat

S — podle Guldinova pravidla. Obvodem tvofici

plochy je zde obvod obdélnika, ktery se podle

vzorce o = 2(a + b)rovna 14 cm.

Obvod tvortici plochy uz tedy mame spocitany

2%

Vv

Vv v

kruznice jejiz pramér je ,,D* (100 cm). Obvod kruznice se spocte ze vzorce o0 = mD
0=314,1593 cm
Nakonec se provede sou¢in obou spocitanych hodnot
Sy =14 .314,16

S, =4398.23 cm?

*Sp1 ndzev povrch plasté u takovychto ,, hranatych ™ téles neni presny, pouZivam ho tu proto, Ze u téles

S priirezem elipsy, kruznice nebo podobného tvaru se o povrch plaste jedna.

Guldinovo pravidlo pro objem rota¢niho télesa funguje. (Nemusi se jednat pouze o prstence, ale
naptiklad i o valec — 0 rota¢ni télesa.) Pokud se tvofici plocha pooto¢i o0 méné nez 360°, obsah plasté

se spocte takto:
aO

360°

Sp1 = 2mpl

Nesmime vSak zapomenout na to, Ze orotovanim méné¢ nez 360° vzniknou dvé podstavy (na

' kazdé strang jedna), proto musime jejich povrchy k vyslednému povrchu pficist.

S=Sp+2P
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3.7. Guldinovo pravidlo pro objem rota¢nich téles

Vztah pro objem rotac¢niho télesa je podobny jako vztah pro

povrch rotac¢niho télesa. Odlisné je pouze to, Zze zde nasobime

2%

\
|
|
obsah plochy (S,) tvotici celkové téleso a dréhu (2nr), kterou i
|
|

V= anSp

N Pokud je zde uhel pfi otoceni tvofici plochy mensi nez
N 360°, u objemu si nemusime vSimat dvou vzniklych

ploch (prifezi na obou koncich) a vzorec pro takovéto téleso vypada takto:

ao
V =2nrS
P 360°

Priklad.
v=12cm
r, = 6 cm (polomér podstavy valce)

Na piiklad objemu jsem si vybral (pro ndzornost ze télesa nemusi byt

pouze prstencovd) rotacni vélec. Nejprve opét spocteme objem pomoci
klasického vzorce pro vypocet objemu vélce.

V=mnr?v

V =mn6%12

V =1357.2 cm®

Pro pouziti Guldinova pravidla pro objem musime zjistit obsah

obdélnika, ktery svoji rotaci podle osy ,,0° tvoii rota¢ni valec (v tomto
ptipadé€ rovnostranny). VVzorec pro obsah tohoto obdélnika je:
S=a-b
§$=6-12

_ 2
Sp =72cm
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draha je obvodemkruznice o poloméru r (3 cm).
S =2nr
§$=1885cm

Nyni podle vzorce V = 2mrS, staci obsah obdélnika vynasobit s drdhou, kterou pii rotaci
V =72.18,85
V=1357.2 cm®

Z toho vyplyva, ze i Guldinovo pravidlo pro objem rotacnich téles funguje a ze funguje i na

béznych rotacnich télesech. Mtizeme napiiklad spocitat povrch a objem tvaru sudu atd.

Paul Guldin (1577 - 1643)

Paul Guldin byl §vycarsky matematik, astronom a pozdéji
profesor matematiky Zzijici na prelomu 16. a 17. stoleti.
Znamy je hlavné praveé kvili zmiéné Guldvinove véte.
Byl vSak obvinén z plagidtorstvi, protoZe tato véta (v

ponékud fadni form¢) byla jiz vyslovena z Ust feckého

matematika Pappa (pfiblizn€ 300 n. 1.). Tato pomluva vSak

byla pozd¢ji vyvracena.
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3.8. Guldinovo pravidlo pro vypocet obsahu rotacni plochy

Priklad:

Obsah rotacni plochy, kterd vznikne otoCenim
rovinné kiivky (i usecky) okolo osy o, lezici v roving
kiivky se spocitd jako soucin délky I tvofici kiivky

Vv ew

kiivky.

S =2mol
Pokud se pootoci tézisté kiivky o uhel a < 360°,
plati:

S =2mol.

360°

Nejjednodussim piikladem je, pokud rotani plocha vznikne rotaci UseCky, kterd mé své

A%

__________________

WVt

S = 2mol

S =2m10.7

S = 439,82 cm?
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4.Slozena télesa

SloZena télesa nepatii mezi télesa zakladni, ale jsou ze zdkladnich téles tvofena. Bud’ je to

sjednoceni dvou ¢i vice téles, nebo naopak jejich rozdil, nebo je také mozny piipad souc¢asného

priniku téles a rozdilu od jiného télesa. Pro vypocty plosnych stén téles slouzi vzorecky pro

plosné obrazce. Potfebné zde mtizou byt také véty:
a b _ ¢

Sinova véta: — = ——=—=2r
sin a sin 8 siny

Kosinova véta: a’® = b% + c? — 2bc - cosa (cyklickd zaména)

Kdyz pocitame s vice objekty — jak ploSnymi, tak 3D, je dobré si néjakym zplisobem oznacit ,,co je
co.“ Pii vypoctu objemu je tieba si uvédomovat, ze pokud mame napiiklad sjednoceni dvou téles,
nelze pouze secist oba objemy, ale musi se odecist objem ,,spole¢né Casti* obou téles. Néco
podobného plati i u vypoltl povrchu téles, kde zase musime odecitat sty¢né plochy a vSechny

plochy, které do celkového povrchu télesa nepatii.

e V Geonextu Ize tato télesa konstruovat stejné jako télesa zakladni. Jedinym problémem tohoto
programu jsem vidél to, ze pi1 velkém mnozZstvi pouZitych a skrytych Car se Geonext zasekaval
(pfedevsim u valce a jemu podobnych téles, protoze podstavy — elipsy, tvofené kratkymi
useCkami obsahuji mnoho skrytych prvki, které program ziejmé vyrazné zpomaluji). Také
z tohoto divodu a z divodu nazornosti jsem celkova télesa vytvoril v programu Autodesk

Inventor 2009.
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4.1. Téleso ¢.1
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a) Pro vypocet objemu (V) si téleso
rozlozime na rotacni valec a rotacni
kuzel. SpocCtou se objemy obou t¢les

a nasledn¢ se sectou.V tomto pripadé

zname:
—
u kuzele: d=20=>r=10
s=20
uvdilce: d=20=>r=10
v=35
e Nejprve je potieba zjistit vysSku
— T T kuzele, ktera se spocte pomoci

/ Pythagorovy véty:
Nyni miizeme vysku i polomér podstavy

kuzele dosadit do vzorce pro vypocet
objemu:
1

V, ==zmnr<v
- ~ 3

/ h V, = 1813.75 [cm®]

v e Vypocet objemu valce a poté

soucet obou objemt (V) + 1,).

V, =nrv

V, = 1099557 [cm?]

Celkovy objem (V,, + V) je tedy 12809,32 [cm®].
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b) Vypocet povrchu (S):
Obg¢ télesa maji kazda svij povrch. Tyto povrchy jsou
vSak vcetné svych podstav, a pokud bereme tento
kuzel s valcem jako jedno téleso, musime ob¢ sty¢né
podstavy (podstavu kuzele i horni podstavu valce) od

celkového povrchu odedist.

(Povrch celkového télesa si miizeme predstavit jako tu

plochu, kterou bychom naprikiad mohli natiit -~

barvou.) v

e Opét si téleso rozdélime na kuzel a valec, opét
spocteme povrchy obou téles. v
Povrch kuzele:

— .2 o —
Sy =mnrc+mnrs —

S, =942.48

e Vypocet povrchu vilce: v

S, =2nr(r +v)

S, =282743

e Povrchy kuzele a véalce se sectou a od vysledného povrchu se odectou jiz zminované dvé
stykové podstavy (od obou téles jedna). Dalsi zplisob je samoziejmé ten, Ze z obou vzorci
rovnou odecteme podstavy. U nekterych téles to vSak déla obtizné, a proto je nazornéjsi to, ze

podstavy odecteme az nakonec.

(Si +S,) — 2(nr?)
$=314159

-77 -



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

4.2. Téleso ¢.2

V tomto piipad¢ se jedna o vzajemny rozdil dvou
téles.Tato télesa maji totozny tvar a rozdilnou
velikost (objem, povrch). Jako ptiklad tohoto télesa
Si lze predstavit necky, korbu auta... Pro vypocet
povrchu a objemu spocitame tyto veli¢iny na kazdém
télesu zvlast. Objemy obou téles poté od sebe
odecteme a tim se ziska vysledny objem. O celkovém

vyslednémpovrchu se zminim dale.
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1) Objem télesa

a) Vypocet objemu ,.vétSiho* télesa (V,):Prvnim krokem je vypocet objemu ,,vétSiho

(vngjsiho)* télesa. Jelikoz toto neni zakladni téleso, je dobré si téleso rozlozit na kvadr a dva

trojboké hranoly.

80°

|
|
I
a0° l
I
I

¢ Objem kvadru: Vi1 = abc
V1 =10x10x8
Vi1 = 800 [cm®]
e Nyni musime do celkového ,,vnéjSiho* télesa dopocitat dvakrat, jiz |

zminény komoly trojboky hranol. ProtoZe potiebujeme znat jeho

90°

I

|
podstavu (V = Sp - v), ptes Pythagorovu vétu si muzeme dopocitat I

l

I

1 zbylou pfeponu. Jednodussi vSak je oba hranoly ,,spojit™ a tim vznikne

jeden kvadr, ktery ma stejny objem, ktery maji oba hranoly dohromady.
Von, = abc s
Vo, =2x10x 8 e
Vor, =160 [cm®] y

e Poslednim krokem pro objem ,,vétSiho* télesa je seCteni objemu kvadru a obou trojbokych
hranolii (druhého kvadru).
Vy = Vi1 + Vopyr
V, =800 + 160
V. =960 [cm?]
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b) Vypocdet objemu ,.,mensiho (vnitiniho)“ télesa (V,,,):

e Jelikoz ma vnitini téleso stejny tvar, jeho objem se spocita obdobné jako u télesa vnéjsiho.

e Objem kvadru: V2 = 350 [cm®]

e Objem obou hranolil (kvadru):  Vap, = 52,5 [cm®]

e Celkovy objem vnitiniho télesa:  V,,, = 402.5 [cm3]

c) Vypocet celkového objemu:

e Celkovy objem se rovna objemu vnéjsiho télesa, bez objemu télesa mensiho.

V=V-1,
V =960 — 402,5
V =557.5 [cm3]

-80 -



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

2) Povrch télesa

Povrch télesa je dobré si opét predstavit jako tu plochu, kterd by se natiela, kdybychom téleso

ponoiili do barvy. V tomto ptipad¢ jde tedy o:

4 pravidelné lichobéZniky
4 obdélniky
2 ¢tverce jako podstavy

1 rozdil obou vétSich podstav

Pokud to ze =zadani |Ize,

muzeme obsahy vSech téchto \
plosSnych obrazcl secist a tim L/
— A
ziskame celkovy povrch. s
s

Jiny zplisob je ten, ze si znovu rozlozime toto slozené téleso na télesa zakladni, avsak po vypoctech
jejich povrchi nesmime zapomenout odecist ty strany (stény), které se do celkového povrchu

nepocitaji (viz kuzel a valec).

14 J

a0®

90°

pu
y 8
s
/
y 10 10
s
/
Pti rozlozeni se tedy jedna (stejn€ jako u objemu) o kvadr a dva trojboké hranoly.
/
| /| Zde opét muzeme uplatnit Pythagorovu vétu pro vypocet zbyvajici strany
)
| I | (pfepony) podstavy hranolu a poté pocitat s obéma hranoly zvIast. Jednodussi je
90° ‘ l .
1 vSak opét ,,spojeni hranoli do vysledného kvadru. Pti pocitdni povrchu vsak
|
/ musime stale myslet na odecteni stén, které netvoti celkovy povrch.
.
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Jednodusi je tedy pocitat ptimo se st€nami celkového télesa a jejich obsahy nasledné secist.

14
| |

a) U._..vétsiho télesa:“

2 pravidelné lichob&iniky 25 =25 v)

1 ¢tverec jako podstava (S = a?)

2 obdélniky 2(S5=a-b) => musime nejprve zjistit kratsi stranu
obdélnika a to pres jiz zminénou
Pythagorovu veétu
82 +22 =68 =>(a) = 8,25

2(S=a-b) = 165[cm?]
Obsah: S, =457 [cm?]

b) U ..menSiho télesa:* Opét postup stejny jako v predchozim bodeg.

2 pravidelné lichobézniky 2(S = azi V) = 85 / “-\ i

[em?]
1 étverec jako podstava (S = a?) =49 [cm?] I"“‘.I )
2 obdélniky aS=a-b) =73 [em?] | A

(opét Pythagorova véta)

Obsah: S,= 207 [em?]
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c) Posledni nevypocitanou plochou zistava plocha i

Htloustky™ celého télesa. Ta se zjisti rozdilem

obsahu mensiho od vétsiho obdélnika. —nu |

S=S,-S5,
S=140-70
S. =70 [cm?]

d) Nyni uz sta¢i vSechny vypoctené obsahy secCist a tim
vznikne celkovy povrch tohoto télesa.
S, =457 [cm?]
S, =207 [em?]
S3 =70 [cm?]

S:SI +52 +S3
S =734 [cm?]
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4.3. Téleso ¢.3 - Cinka

Cinka - t€leso, skladajici se ze sjednoceni tii téles

— 2x koule a valce.Objem ¢inky, u které ma

valec mensi (zanedbatelngj$i) primér podstavy,
1ze spocitat pouhym sectenim objemil vSech tii téles — zanedba se vSak pii tom presah Casti koule

(objem kulové usece) do valce.

‘\\ / | l\\
AN S/ i ~
N

~ - Ny

Vysledek celkového objemu vSak neni presny (zvlasté u ¢inky s vétsim pomérem velikosti valce

ku koulim), proto se od celkového objemu musi odecist z obou stran ¢inky objem kulové usece.

U celkového povrchu ¢inkyse musi odecist povrch obou kulovych useci, zasahujicich z obou stran

do valce + obsahy obou podstav valce, které se také nemohou do celkového povrchu Cinky pocitat.

1) Objem ¢inky:
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Jak jiz bylo zminéno, nejprve se vypocte objem obou kouli a vélce, a poté se odectou
objemy kulovych useci. Zname tedy D, coz je polomér koule, polomér valce d, vysku valce

l,a nakonec celkovou délku ¢inky I.

D =20[cm] =>R =10[cm] O
d=12[cm] =>r=6 [cm]

l,=50[cm] = v

| =86 [cm]

a) Vypocet objemu koule (2x): V=2V, = 2(% mrs)
V =83776 [cm?]

b) Vypocet objemu valce: V=nr?v

V =5654.9 [cm3]

¢) Nyni musime spocitat vysku kulové tisee*v,”:

86

Ze zadanych rozméru si lze spocitat neznamou v.
v = [(20 + 50 + 20) — 86]/2 v =mu(3p? +v?)

v=2

d) Nyni se spocita (2x) objem piebyvajici kulové usece: Nezname vsak polomér podstavy

kulové usece, ten spocitame podle vzorce p = /v (2r — v).
p=6
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V=2V,=2 Env(sz + 172)]

V =117.3 [cm?3]

Objem, ktery ndm nyni vySel, budeme nakonec od celkového objemu dvou kouli a valce odecitat.

e) Objem obou kouli: 83776 [cm3]
Objem valce: 5654,9 [cm?3]
Objem kulovych tseéi: 117,3[cm3]

Celkovy objem: 13 915.2[cm3]

2) Povrch ¢&inky:Pro spocteni
celkového povrchu ¢inky je

asi nejlepSi opét vypocitat
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povrchy obou kouli a povrch valce, poté povrchy secist a nakonec od celkového povrchu
odecist dva obsahy kruht, (podstavy valce) a dva povrchy kulovych vrchliki (¢asti povrchi
kouli, které jsou ,,zapustény* ve valci). Odecitame je, protoze do celkového povrchu télesa
nepatii, ale pfi vypoctech ,,celych téles (2x koule, valec),” jsme je do vypoctu zahrnuli,

proto je nyni musime odecist.

D =20[cm] =>R =10[cm]
d=12[cm] =>r=6 [cm]
l,=50[cm] = v

| =86 [cm]

a) Vypocet povrchu obou kouli:
S =25, = 2(4nr?)
S = 2513, 3[cm?]

b) Vypocet povrchu valce:
S =2nr(r +v)

S =2111,2[cm?]

€) Nyni se spocita, v§e co do konecného povrhu nebude patfit:
- 2x obsah kruhu (podstavy valce)
S =28, = 2(nr?)
S =226.2[cm?]

- 2x povrch kulového vrchliku
S =2Q =22nrv)

(V — vysku kul. usece uz zname
Z vypoctu objemu)
Q = 251.3 [cm?]
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d) Secteme ,,hlavni povrchy* — povrch valce a obou kouli, a poté od nich odeéteme

povrchy kulovych vrchlikt a obsahy kruht.

Povrch obou kouli: 2513, 3[cm?]
Povrch valce: 2111,2[cm?]
Obsahpodstav valce: 226,2 [cm?]
Povrch kulovych useci: 251,3 [cm?]
Celkovy povrch &inky: 4147 [cm?]

- 88 -



— VYPOCTY POVRCHU A OBJEMU TELES

Petr Michal

4.4. Téleso ¢.4
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V tomto piipadé je postup nasledujici:

Pro vypocet objemu télesa si celkové téleso mizeme rozlozit na 3 rizné kvadry a jeden pravidelny
jehlan. Objem nejvétsiho kvadru se sefte s objemem pravidelného jehlanu a od nich se poté
odec¢tou objemy dvou mensich kvadri. U celkového povrchu tomu bude podobné, avsak nesmime
zapomenout odecist obé dvé sty¢né plochy — jednotlivé podstavy jehlanu a nejvétsiho z kvadri.
Nakonec pripocteme povrchy obou mensich kvadri bez téch ploch, které jsou jako ,,diry.” (sectou

se pouze vnitini stény)

40 | |

30

8
1) Vypocet celkového objemu:

a) Vypocet objemu nejvétsiho kvadru (V = abc). Nezname vSak stranu ,.b“. Zname vsak

télesovou thlopficku u = 53,9[cm]. Vzorec pro jeji vypocet je: u = Va2 + b2 + ¢2. Z tohoto

vzorce tedy nezname pouze jiZ zminénou stranu ,,b,” kterou si ze vzorce miizeme vyjadfit:

u=+vVa?2+b%2+c2 ) b=+vVu?2—a?—c?
u? = a? + b?% + ¢2 b =20.1[cm]

u?—a?-c?2=bn* N
uZ _ a2 _ C2
V = abc
V =24 120[cm?]
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Zname jiz tedy stranu ,,b* u nejvétsiho kvadru, (i u obou kvadri mensich) a i stranu podstav

ctyibokého jehlanu.

v

201 /2=10085

40

30

8

b) Vypocet objemu jehlanu (V = %Sp - v). Zde jsme pomoci strany ,,b,” (ktera je stejna jako
strana podstavy jehlanu) zjistili vzdalenost od stfedu jehlanu ke strané ,,a“ (30). Vznikne
zde pravouhly trojuhelnik, ze kterého pomoci Pythagorovy véty vyjadiime jeho stranu v,
coz je vyska jehlanu (potiebnd ke spocteni objemu).

202 — 10,052 = 2
v =17.3[cm]

Podstavu jehlanu (i kvadru) tvoii obdélnik (30 x 20,1). Jeho obsah se spocte: S = a - b

§=30x201
S = 603[cm?]
Objem jehlanu je tedy: V= %Sp ‘v

V = 3477.3[cm3]
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c) Kuvili piehlednosti se seCtou spocitané objemy kvadru a jehlanu a zbylé ,,diry* v télesu se
dopocitaji nakonec.

Objem kvadru: V =24120[cm?]

Objem jehlanu: V = 3477.3[cm?]

Objem télesa (bez dér): ¥V = 27 597. 3 [cm?]

d) Objemy dvou pomyslnych kvadri ,,dér".

|

8
| 1 | a0 | \ i
|

ST T | 7
L 20,1 20,1
I s I 16 8

Tyto dva objemy se néasledné odectou od objemu celkového.
V1, = abc V, = abc

V, = 2573.8[cm?] V, = 1286.4[cm3]

e) Nakonec se odectou objemy V; , V,o0d celkového objemu kvadru a jehlanu.

V =27597.3 [cm3]
V, = 2573.8[cm?]
V, = 1286.4[cm3]

Celkovy objem télesa:
V =23737.1 [cm?]
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2) Vypocet celkového povrchu:
U vypoctu povrchu tohoto télesa musime opét zjistit nezndmé jako u vypoctu objemu.
Neznamé vSak uz mame spocitané s piedchoziho bodu.

201/2=1005

A T 2001 20,1

|
|
| 1 | 40 | |
|
|
|

20,1

30

=

8
Musime si opét uvédomit to, Ze jak jehlan, tak kvadr maji kazdy svlij povrch a ve svém povrchu
maji zapocCitany i ob¢ stycné plochy (své podstavy), které nepatii do celkového povrchu télesa.
Takze od celkového povrchu kvadru a jehlanu se odecte 2x obdélnik (30 x 20,1). U otvort
tvofenych dvéma pomyslnymi kvadry bez dvou protilehlych stén v§ak musime vzdy Ctyii stény
,havic™ pfi€ist k celkovému povrchu.Toho docilime tak, ze bud’ spocitime povrchy ,,celych*
kvadri i se sténami, které zde nejsou a poté odecteme obsahy ¢ty obdélnikii. Nebo se spocitaji
pouze stény ,,uvnitf.*

a) Povrch nejvétsiho kvadru:

S =2(ab + ac + bc) Od tohoto povrchu se odecte jedna podstava (sty¢ny obdélnik).
S = 5214[cm?] 5214 — (30 x20.1) = 4611[cm?]

b) Obsah plasté jehlanu:
Podstava je zde zminovany obdélnik (30 x 20,1) jako u kvadru.
PI4stém jsou Ctyii rovnoramenné trojuhelniky. Jelikoz podstava je
obdélnik, tyto trojuhelniky nejsou shodné! Mizeme pouzit i
vzorec pfimo pro rovnoramenny trojihelnik, ale pfi pouZiti vzorce
pro obecny nemusime nic dopocitavat.

_Ccvg _Ccve
$ = $1 =
S, = 300[cm?] S, =201[cm?]

Protilehlé trojahelniky jsou totozné. Toto
jsou obsahy pouze dvou ze Ctyf, proto se
vysledky seCtou a jest€¢ vyndsobi dvéma.
Celkovy obsah plaste jehlanu je tedy:

S = 2(300 + 201)
S = 1002[cm?]
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€) Nyni si opét pro vétsi nazornost seéteme povrch kvadru (uz bez jedné podstavy) a obsah

plaste jehlanu.

Povrch kvadru bez podstavy:

Obsah plaste jehlanu:
Celkovy obsah (bez ,,dér):

d) Nakonec od celkového povrchu télesa bez ,,dér

4611 [cm?]
1002 [cm?]
5613 [cm?]

M .66

(8 stén dvou pomysinych kvadrl), zbyvajici stény totiz v celkovém télese chybi.

Celkovy obsah 8mi stén kvadri:

40 [ ™

S =2(8x201)
S =2(16x 20,1)

S = 964.8[cm?]

201

S = 4(8x 20,1)

S = 643.2[cm?]

S = 1608[cm?] :

201

(Tuto hodnotu musime k celkovému povrchu pficist, protoze
,»dirami* vznikly dalsi plochy na ptivodnim télese.)

Celkovy povrch télesa:

5613 + 1608 = 7221[cm?]
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Zavér

Roc¢nikova prace mi pfinesla spoustu uzite¢nych zkuSenosti, jak S praci v samotném Wordu,
kde jsem svou praci tvofil, tak samoziejmé v programu Geonext. Velkou zkuSenosti je prace
s tolika vzorci a ujasnéni si mnoha véci v oblasti stereometrie. Osobnim pfinosem vnimam to, ze
poprvé prezentuji svoji vlastni praci a tato zkuSenost mi mize pomoci do budoucna napi. pii
vytvareni diplomové prace na vysoké skole. Geonext se mi osvéd¢il jako nenaro¢ny a piesto
zajimavy a uzite¢ny program. Béhem své prace jsem vSak zjistil, Ze mé také, jako kazdy program,
své ,,mouchy.”“ Mezi tyto problémy patii hlavné casté zasekavani programu pfi velkém mnozstvi
skrytych Car, nebo problém, kdy Geonext neotevie ulozeny soubor s velkym mnozstvim prvki.
Na druhou stranu v ném lze zkonstruovat téméf cokoliv a s trochou praxe se na néj da rychle
zvyknout a vétSinu piikaza délate intuitivng.

Pokusil jsem se touto praci shromazdit nej¢astéjsi vzorce a ptislusné nakresy objektii na jednom
misté a praci usporadat tak, aby byla co nejpiehlednéjsi. Ma ro¢nikova prace se sice jmenuje
,»Vypocty povrchu a objemu téles”, ale velkou ¢ast zde tvofi plosné obrazce a jejich vzorce.
To z toho diivodu, Ze jejich znalost je nezbytnd pro urcovani nékterych vlastnosti téles (napf.
povrchu). Také zde zminuji nékteré matematiky, ktefi souvisi s danym tématem, a neni na Skodu

o nich védét néco vic. Doufam, Ze se Vam moje prace libila a ze nékomu pfinese uzitek.
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