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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na analytické feSeni idealniho tvaru hlavnich nosnikii obloukového
mostu z hlediska potencidlni energie. K samotnému feSeni je pouzit analogicky ptiklad: Ve
dvou bodech zavéseny provaz konstantniho prifezu ve volném prostoru zaujme tvar, ktery je
pro n¢&j z hlediska potencialni energie nejpiijatelnéjsi. Najdeme-li funkci popisujici tvar takto
zavéSeného provazu, muzeme na jejim zaklad¢ definovat idealni tvar hlavnich nosniku
obloukového mostu.

Tato prace je zacatkem vétSiho projektu - navrhu nosné konstrukce obloukového mostu za
pouziti kompozitnich materiald, na kterém je spolupracovano s CVUT v Praze a ZCU v Plzni.

Obecna rovnice retézovky
Retézovka je kiivka, kterou zaujme ve dvou bodech zavéseny provaz konstantniho prifezu ve
volném prostoru.

Obr.1: Naért dané situace



Kazda fyzikélni soustava se snazi dostat do stavu s co mozna nejmensi potencialni energii.
Kazdy bod provazu ma tedy minimum potencialni energie. Vyjadieni potencialni energie
infinitezimalniho® useku provazu:

y

Obr.2: Schematické zakresleni infinitezimalniho useku fetézovky

dl = \[(dx)2 + (dy)2 A y =2 = dy = ydx.

dl =/(dx)2 + (ydx)? = /(dx)? - [1 + ()] =1+ (y)?dx.
Hmotnost infinitezimalniho Gseku provazu:

dm=p-dV =p-dl-S=p;.dl =p; -1+ (y)?dx;substituce: p; = p.S,
p ... hustota provazu?,
S ...obsah prirezu provazu,

p; ... linearni hustota provazu.

Potencialni energie infinitezimalniho useku provazu:

dE, =dm-g-y=p 1+ @)?dx-g-y=p g -yJ1+(¥)?dx.

Nyni je zapotiebi stanovit omezeni fetézovky. Pro lepsi pfedstavu prvniho omezeni pouZijeme
analogicky ptiklad. Uvazujme kulicku vhozenou do kulové nadoby. Kulicka se mtize nachéazet
v kterémkoliv misté nadoby, po chvilce kmitani se vSak ustali na dné, protoZe pravé v této
poloze ma minimalni potencialni energii.

Necht’ je E,, okamzita energie® kulicky a E,, minimalni potencialni energie kulicky. Jestlize
se kulicka jiz nachazi v mist€¢ s minimem potencialni energie, plati tedy E, = E,, miZeme

psat:

8E, je variaci funkce E,,.

! Infinitezimélni - nekone¢n& maly.
2 Obecné hustota materidlu nosniku.
3 Energie v daném €asovém okamziku.



Dany provaz se bude chovat podobn¢ jako kuli¢ka v pfedchazejicim ptipad¢. Provaz zaujme
polohu s minimem potencialni energie, stejné jako kulicka. Pro 1. omezeni Fetézovky:

SE, = 0.

Ptredpokladejme, Ze provaz bude dokonale tuhy, nebude se tedy ménit jeho délka [. Pro 2.
omezeni Fetézovky:

6l =0.
Jsou zformulovana dvé omezeni. Pro ziskani jedné zavislosti, ktera v sob¢é bude obsahovat

obé& omezeni, pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort®.

Obecny zapis metody Lagrangeovych multiplikatoru:

8
/() =2 g()]=0=6f(x)—21-69(x),
A ...Lagrangeliv multiplikator; A € R.

Pro retézovku:
0=06E,—A1-0l=dE,—Adl=p,-g-yJ1+@)dx—21-J1+ (y)?dx =
= g y-D Y1+ @Pdx=Fdx=>F=(p-g-y—1)- J1+ (>

F ... Funkcional® retézovky.

F:F(x,y(x),y(x)) = Funkcional je FeSitelny pomoci Eulerovy-Lagrangeovy rovnice:
z": ( oF d aF>
L. \dy/ dx 0dyJ
j=1

Tento vztah je zapotiebi upravit do vhodnéjsiho tvaru z hlediska integrovani za pomoci
dalSich vzorcu:

d / .0F dyf oF .d (0F ]
—(yf > y’—-(f) ;J ENT,
d ay/J dx (')yJ dx \oy/’

dF 0F O0F . aF dyf

dx 0x (')yJ 6y1 dx

Resime soustavu tif rovnic:
N ((’)F d aF> oy ient
ay] dx 0yl /Y7

j=1

]:
d/ .0F dyf oF . d oF
KA (TLLA (2
dx

ay7) = ax oy Y dx \ayi)
dF 0F O0F . aF dyf
dx 0x ayf ayf dx’

4 Variace je zména dané funkce jako celku.

% Jedna se o metodu hledani extrémi funkce, kterd je néjakym zplisobem omezena.

® Funkciondl chapeme jako funkci jiné funkce. Obecné je to zobrazeni z mnoziny funkci do mnoZiny &isel, napf.
mnoziny vSech realnych ¢isel R.
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Z( i d 6F>_O
: ayl “dx ayi)

J=1

jd (E)F) dyf oF d( 6F>
y dx \oyJ dx ayl Cdx v oyJ
dF _OF __, OF OF dy/

dx ax_y oyJ ayl dx’

Z j dy/ oF d ( 6F> %
= v 6y1 dx ayl Cdx v oyJ ’
]=

dF _9F _ . 9F _9F dy/

dx 0x_y 6y1+6y1 dx’

= (dF OF d / .0F
S (-4 3)-o
dx 0J0x dx oyJ

j=1
n
> ((F-557)~5) =0
L \ax\" " Y ay7) "ax) T
Jj=1
Pro i — 1: d(F _aF) aF_O
ror=2 m\" 7Y %) Tax T

C . Ce oy . Y e oF
Funkcional F neni explicitné zavisly’ na soufadnici x tzn. Pl 0:

d(F _6F)_O
dx\" Y ay) T

Po integraci:

c; ...integracni konstanta; c¢; € R.

Dosadime za funkcional F:
oF 0
¢y :F_y"a_y: (pz-g-y—/l)-\/1+(Y)Z—y-a—y[(pz-g-y—ﬂ)-\/l+(3'I)2]-

V rovnici je nazna¢ena derivace funkcionalu F, tuto derivaci FeSime samostatné:

" Neni plné definovany.



oF
ay

[(pl g y—a: \/1+(}’)2]_(P1 g y—-4- —(«/1+(;v)2)
0
=(pz-g-y—/1)-@[1+(y)] =(pz-g'y—/1)-a—y{f[g(y)]}=
=g y—A)-fw-g@); substituce:u =1+ (¥)?,
. 9/ 1\ 0
(pz-g-y—/l)-f(u)-g(y)=(pz-g'y—/l)-a—y(u5>-a—y[1+(y)2]=
1 1
= (- g-y-0-(3u72) 25,

(pz'g'y—l)-(% ) 2y=(prg-y—1- { [1+ ()] 1} =
1

1
- _. ey — . 2y,
3 (pi-g-y—A TIOR y
1( . . _A) 1 .2‘—( . . _/1) y
> (Prg-y o) y=9y YO

oF ¥

F (ngy—)m-

Hodnotu derivace funkcionalu F dosadime do rovnice a reSime:

2
61=(pz'g-y—/l)-\/l+(5/)2—y'-a—y[(pz-g-y—/l)-\/1+(y)2],

61=(pz'g'y—/l)-JT(y)z—y-(pz-g-y—l)-\/%(y)z,
cl=(pz-g'y—l)-<m—\/%)=
=(pz-g-y—l)-<(%(y)z>,
01=(pz-g'y—/1)-<1+\/%(_y,)(j)z>=(pz-g-y—/l)-\/%(y)z,

a1+ =pg-y—2A
Pro reSeni této diferencialni rovnice je zvolena metoda separace proménnych:
a1+ =p-g-y—-21 /%
2

. \ dy
12-[1+(y)2]=(pz-g-y—/l)z=612+612-(y)2=¢12+C12'<E>’

dy\*
g v—NDN2 -2 =c,2. (2=
(g y—-D*—c=¢ ( dx),
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(g y=D"—c® _ (d_y>2 =

c1? dx
c,? B (dx)z s o _dx
(g y—A*—c? \dy Jor g y—D2—c2
c
! dy = dx,

Vg y =% —¢?
1
dyzcl-f dy = x + ¢y,
Vo gy =12 —c? Vg y=D%—c?

c, ...integracni konstanta; ¢, € R.

C1

K integraci levé strany rovnice je pouZit vzorec:

du u

fmzargcosh (a)+C,
1

cl.f —

Vg y=D%—¢

cs ...integracni konstanta; c¢3 € R.

cgrv—A»7
P9y >+C3,

dy =x+c, =cl-argcosh< p
1

X+ ¢ —C3 (pl-g-y—/l)
—— = argcosh [ ————|,
C1 C1
(x+cz—cs) pr g y—A2
cosh = )
C1 C1
! [/1+ h<x+cz_c3)] bstituce: C
= ' Cq1 " COS E—— , supstituce: = Cy — C3.
Yoy ' ¢ L

L 1 x+C
Rovnice retézovky pro lano: f: y = . [/1 +cq cosh( )]
b9 €1

p; --.linearni hustota,

g ...gravitaéni zrychleni; g = 9,81 (m-s2),
A ...Lagrangeliv multiplikator; A € R,

c; ...integracni konstanta; c¢; € R,

C ...konstanta8, C € R.

Pro uréeni konkrétni rovnice tvaru nosnikii mostu je zapotiebi stanovit konstanty v rovnici
fetézovky.

Konkrétni rovnice retézovky pro hlavni nosniky mostu

Predbézné navrzené reSeni:
Otocenim fetézovky z obr.1 0 180° ziskame tvar hlavnich nosnikd mostu:

8 Tato konstanta je substitu¢nim nahrazenim vztahu mezi integradnimi konstantami ¢, a c5. Pro zjednoduseni
rovnice jsou tyto dvé konstanty slozeny do jediné konstanty C.
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1 x+C
Rovnice retézovky pro hlavni nosniky: f,: y = —m- [A + ¢4 * cosh ( - )]
L’ 1

Na takto vzniklé kiivee® volime tfi body, na zakladé kterych bude mozno definovat konstanty
retézovky:

A

Obr.3: Stanoveni tfi bodu

Bod O je pocatkem kartézského systému soufadnic:

0 =1[0;0].

Bod A je globalnim extrémem fetézovky:
a

A = [E ; b]
a ...délka mostu,
b ...vyska mostu.
Bod B se nachazi na konci mostu:

B =[a;0].

Vyraz (x + C) v rovnici fetézovky, uréuje posunuti fetézovky po ose x.

x+ C =0 > x = —C = fetézovka je soumérna podle ptimky p: x = —C.
Retézovka z 0br.3 je soumérna podle pfimkyp:x=%=> —C =%=>C =—%.
a
f ! [;1+ h(x+C)] LI PO N i
Py =— . 1 * COS =——" Ccq * COS ,
“ VT ' €1 P9 ' ¢
a
0—[0-0]-A—[a-b]-B—[ 0] A fym———|agt N i
fa: 0 =1[0;0]; =30 =la; for V= Py 1 " COS o ,

9 TaktéZ fetézovce.




= ———- |41+ ¢, cosh 2
P9 €1

a a
0€f0 I P N ! _2
: = — . Cq1 " COS =
“ ! Pty ¢
a
7

a
A€ fu:b=-— A+ cq - cosh 2 = -

. = -[A+ ¢, - cosh 0],
P9 €1 P9
a
1 a—z 1 5
BEf,:0=— |4+ ¢; - cosh = - *|A+ ¢y - cosh| =
P9 €1 P g €1
a
1 )
0=- |1+ ¢4 - cosh ,
P9 1
1 1 e +e?
b=———@A+c¢; cosh0)=———[A+c; | ———]|,
P9 P9 2

a

1 2

0=———"|A+4+c; cosh| =

P9 €1

a

1 )

0=———"[A4+c; cosh| —=]],
P9 €1
b:_ '(/1+C1),
Pi:
1

0=-—

a
|4+ ¢; - cosh 2
P9 €1

ReSenim této soustavy rovnic jsou konstanty 4, c;.

Predbézna vizualizace mostu

T s . P27

Obr.4: Nacrt predstavy designu




Hlavni nosniky, znazornéné oranzovym obrazcem, budou vyrobeny ze sendvi¢ovych
profila®. Podle pevnostnich analyz bude dale rozhodnuto o materidlu, ze kterého bude
vyrobena zavésna konstrukce, zndzornéna modrymi svislymi ¢arami.

Sendvicové profily (sendvice)

Obr.5: Ukazka sendvi¢ovych profila

Tyto kompozitni materidly jsou zvoleny pro vyrobu hlavnich nosnikll kvili jejich velké
tuhosti v ohybu a nizké hmotnosti.

Hmotnostni porovnani ocelovych I profili a sendvi¢ovych profilil':

N
\ \ \
\\
N,

 ——————

SN

Obr.6: | profil Obr.7: Sendvi¢

Ore = 7800( kg - m™3) ... ptiblizna hustota oceli, 0. =100 (kg - m™3) ... hustota
jadral?,
Stso = 758.107¢ (m?) ... obsah priifezu profilu®® 180, t =3 (mm) ... tloustka face-u'®,

h = 80 (mm) ... vyska nosniku®®,

10 Terminologicka poznamka: sendvi¢ovy profil . . . sendvi¢

11 Aby bylo porovnavani objektivni, budou mit porovndvané nosniky stejnou délku, vysku i sitku.

12 Viz obr.7. Jedna se o stfedni ¢ast nosniku, které se fika jadro. Tato hodnota byla poskytnuta na konzultacich na
CVUT v Praze.

13 Zjisténa ze strojnickych tabulek.

1 Velikost tloustky byla poskytnuta na konzultacich na CVUT v Praze.

15 Viz obr.7. Jedna se o vrchni a spodni &ast nosniku. Jsou to vlastné desky, v tomto piipadé vyrabéné z oceli.
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b = 42 (mm)... §itka nosniku®’,
[ (mm) ... délka nosniku.
Hmotnost | profilu:
My, = Sp,, "L 0pe =758+ 107¢ - 7800 -1 = 591241 (kg).
Hmotnost sendvic¢ového profilu:

ms = Spe - QFe'l +Sc0c ZZ(SFe " Qpe +S¢ - Qc)'lz
= [2th .0p, + b .(h — 2t).0.].1,

mg=1[2-3-42-107%- 7800+ 42 -(80—2-3)-100]- L =0,311 0521 (kg),
Sre ---0bsah ocelovych desek,
S, ...obsah jadra.

Hmotnostni porovnani:

m 5,912 41 o, . NP .
fso = 19,008 = sendvi¢ovy nosnik je 19x leh¢i nez I profil.
ms 0,311 0521

Ohybova tuhost obou nosnikii je pii tom piiblizné stejnal®.
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