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Anotace

Cilem této price je informovat o zdkladnich metodach aproximace Ludolfova Cisla (dédle jen
). V préci je popsan historicky vyvoj a metody jeho vypoctu. Kazdd metoda zminénd v textu
je otestovana pomoci pocitacové simulace, popiipadé je proveden experiment vedouci k pfi-
blizné hodnoté n. Posledni téma, které je zpracované, je vyuZziti pocitaCovych technologii k pri-
bliZeni se skutecné hodnoté .
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Annotation

The purpose of this thesis is to inform about the basic methods of approximation of Archime-
des’ constant (hereinafter "r"). It is described the historical development and methods of its
calculation. Every method which I present in the text we test by a computer simulation. Additi-
onally, we make an experiment which led to an approximate value of . In the end, we focus on
the use of computer technology for n calculation.
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1 Uvobp

Tato odbornd prace se zabyva zdkladnimi metodami aproximace Ludolfova ¢isla, tedy ,,m*
Popisuje historicky vyvoj a metody vypoctu .

Prvni ¢ast pfiblizuje stru¢nou historii konstany a demonstruje pomoci Lindenmannova dikazu,
Ze T je iracionalni, resp. transcendentni'!. Tim si objasnéno, pro¢ se nikomu v historii nepovedlo
a ani nepovede konecnou metodou vyjadfit cely desetinny rozvoj.

Od druhé ¢asti jsou shromazdéné informace sefazeny chronologicky. Prace ukazuje, jakou hod-
notu pouzivaly jednotlivé staroveéké civilizace v Evropé a na Blizkém vychodé. Je odvozen
Archimédtv algoritmus, ktery jako prvni vedl k libovolné presnosti vypoctu n. Ze stiedovéku
je predstaven Leonarda Fibonacci, ktery tento algoritmus studoval, a Mikulds Kusansky, ktery
prispél svétu novym algoritmem.

Dalsi kapitola se zaobirda novovékem, kde je predstaven Vietiv a Wallisiiv nekonecny soucin
a Snellovo vylepSeni Archimedova algoritmu. Jednim z témat jsou i fetézové zlomky, hlavné
Brounckertiv fetézovy zlomek. Ddle nasleduje Gregoryho-Leibnizova, Newtonova, Sarpova
fada. U Newtonovy fady je podrobné popsdno odvozeni, protoZe je to prvni fada, kterd byla
odvozena pomoci integrali. Leonhard Euler je zminén nejen kvili tomu, Ze dal svétu sym-
bol T, ale i on predstavil vefejnosti nékolik fad. Geometrické algoritmy jsou zastoupeny, napf.:
Descartovym a Gregoryho algoritmus. Historii zakonci algoritmy hrajici roli pfi vypoctech nt
na prvnich pocitacich.

V piedposledni &4sti se nachdzi simulace Monte Carlo? a s tim spojend Buffonova jehla, kter je
také experimentdlné oveéfena. V posledni ¢ast jsou vSechny algoritmy porovnany pomoci mnou
definované veliiny 2 [mem)].

1.1 Historie a dukaz transcendentnosti T

Clovék si jiz od dob, kdyZ si zacal uvédomovat tvary a velikosti, musel byt védom, Ze existuje
jista zavislost mezi primérem a obvodem kruhu. Nejspi§ okolo 2000 pf. n. 1. lidé ve vyspé-
lych civilizacich zacali uzivat konstantu, kterou, kdyz ji vynasobili primér kruhu, dostali obvod
kruhu [1]. Zprvu uzivali hodnoty experimentdln€ zméfené. AZ ve starovéku priSel Archimédes
ze Syrakus s prvnim algoritmem, pomoci néhoZ I1ze nalézt hodnotu konstanty s libovolnou pres-
nosti.

Vzhledem k tomu, Ze ve stfedovéku nebyl téméf Zadny zdjem o tuto oblast matematiky, dalsi
prinosy pochézeji az z novovéku [1][12]. Velky posun kupiedu byl objev nekone¢ného souctu
a soucinu a fetézovych zlomki. Nédsledkem toho vzniklo bezpocet algoritmi, nicméné vétSina

s ¥

I'Transcendentni iracionalni &isla nelze vyjadfit zlomkem. Nemaji totiZz ukonceny desetinny rozvoj a zdroveti
nemaji zadnou stdle se opakujici ¢ast desetinného rozvoje. Od algebraickych iraciondlnich ¢isel se lisi tim, Ze
nemohou byt kofenem Zadné algebraické rovnice s raciondlnimi koeficienty.

2Monte Carlo je libovolnd numerick4 simulace vyuZivajici ndhodnost. V tomto piipadé pdjde o zjisténi poméru

obsahu ploch.



méla pomalou konvergenci®.

Zdokonalovani a vymysleni novych algoritmt bylo podminéno mirou poznatkli matematiky,
hlavné z oblasti teorie Cisel a rovnic. Asi nejcennéjsi prispévek z konce raného novovéku je
objev integrdlniho poctu sirem Isaacem Newtonem. Do 18. stoleti neméla konstanta jednotné
oznaceni, aZ Leonhard Euler zacal pouzivat nami jiZ zndmé fecké pismeno .

Dalsi velky rozkvét zaZzilo © az s ptichodem pocitacli v poloviné 20. stoleti. Do té doby bylo
7 spocitano jen na 808 desetinnych mist. Béhem nékolika let bylo vytvofeno mnoho rekordd.
Ze zatatku to bylo n&kolik desitek tisic desetinnych mist. V roce 2016 bylo ve Svycarsku ©
spocitano na 22,4 biliént desetinnych mist [2]. O 3 roky pozd€ji v bieznu spolecnost Google
oznamila, Ze jejich zaméstnanec spocital hodnotu konstanty na 31,4 biliéni desetinnych mist
[21].

Historicky prvni dikaz o tom, Ze w neni raciondlni pfinesl roku 1761 Johann Heinrich Lam-
bert. Ten ale nevyvritil, Ze w je algebraické. V roce 1794 Adrien-Marie Legendre dokézal, Ze

n? je iraciondlni, a byl pfesvédéen, Ze % neni algebraické iraciondlni ¢islo, ale Ze to pijde
tézce dokazat. Az Carl Louis Ferdinand von Lindemann v roce 1882 prisel s dikazem, Ze 7 je

transcendentni iraciondln{ ¢islo.
Lindemanniv dikaz vychdzi z Eulerovy identity:
e™+ e’ =0.

Jestlize exponenty 0 a im jsou rizné &isla, tak musi byt navzdjem linedrn& nezdvisld*. Podle
Lindemannova—Weierstrassova teorému musi byt i ¢isla e'™ a ¥ algebraicky nezavisla. Z toho
také vyplyva, Ze alespon jeden exponent je Cislo transcendentni. JiZ na prvni pohled je jasné,
7Ze 0 neni transcendentni, protoZe muze byt kofenem algebraické rovnice (x = 0). V tom pripadé
musi byt i1 transcendentni. Aby ze soucinu Cisel vyslo transcendentni ¢islo, musi alespon jeden
Cinitel byt také transcendentni ¢islo. A kdyz lze zapsat, Ze:

i=v-1 = i¢=-1 = #+1=0,

musi nutné byt © transcendentni [1].
2 HISTORICKY VYVOJ ODHADU n

2.1 Staroveék

Jiz pred 1 000 000 let si ¢lovék zacal uvédomovat tvary, velikosti (Cisla) a vztahy mezi velici-

nami, napiiklad vEétsi kamen je téZ8i, starSi strom je vétsi. Nékdy v dobé kamenné lidé zacali
pocitat, o ¢emzZ svédci fezy na kostech (obr. 1). V této dobé Clovék zacal vnimat monoténni

3Konvergence je rychlost algoritmu. Vyjadiuje, jak moc se pribliZzime skute¢né hodnoté s kazdou dalsf iteraci
(provedenym krokem).

4Dvé ¢isla jsou linedrné z4visld pravé tehdy, kdyZ jedno lze vyjadfit jako soucin druhého &isla s libovolnym
redlnym nenulovym Cislem.



Obrazek 1: Zatezy na kostech [3]

funkce’, napiiklad dvakrat vétsi pole znamena dvakrat vic trody. JenZe to u kruhu, jednoho
z neprirozengjSich tvarl, neplatilo. VEdéli jen, Ze ¢im vétsi primér, tim vétsi obvod. AZ né-
kdy kolem roku 2000 pf. n. 1. pfisli na to, Ze, aby tato iméra platila pro vypocet, musi praimeér
vyndsobit konstantou, a tak zacaly vznikat prvni aproximace 7 [1].

2.1.1 Prvni numerické aproximace

Blizky vychod Mezi prvnimi oblastmi, kde se doloZen¢ rozvijela matematika, bylo tzemi
Blizkého vychodu. Hlavné u velkych fek, jako je Eufrat a Tigris, se zaCaly vyvijet prvni civili-
zace. Jiz od 3. tisicileti pf. n. 1. se zacinaji objevovat prvni pisemné prameny vcetné matematiky.

V roce 1936 byla nalezena ptiblizn€ 320 km od Babylonu ve mésté Susa hlinénd desticka, kterad
tvrdi, Ze podil obvodu pravidelného Sestitihelniku a obvodu kruhu o stejném priméru je [1]:

57 n 36 96
60 602 100
Pokud vime, Ze obvod pravidelného Sestitihelniku oy je Sestindsobek poloméru r a Ze obvod
kruhu oy, je polomér krat dvojnasobek r, miizeme si vyjadfit hodnotu n.
05 96 6r 96 3 96
— =

1
3_ 96 _,l 1
~T 10 T T M

= — = -
o, 100 2 100

Z této desticky je jasné, Ze v Babylonii pouZivali za hodnotu r ¢islo 3,125.

Na vét§iné tizemi zpravidla pouZivali hodnotu 3 [3]. Na to poukazuji pamétky Zidi, napiiklad
"Prvni kniha kralovskd"pravi o Salomounové paldci (kapitola 7, ver§ 23): "Udélal také mote
slité, desiti loket od jednoho kraje k druhému, okrouhlé vikol, a pét loket byla vysokost jeho,

a okolek jeho triciti loket vikol."[4]
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Dalsi zminku nachazime u Babylonand. Na tabulce YBC 7302 ve tvaru kruhu jsou napsdna
Cisla 3, 9 a 45, z nich jde usuzovat, Ze obvod je dan 3, 9 je druhd mocnina obvodu a 45 je jeho
obsah. Tyto hodnoty se daji pouZit ve vzorci:

12
—EO.

Zde S je obsah a o je obvod [5]. Pokud si vzorec 2 rozepiSeme, dostaneme, Ze w je v této
aproximaci 3.

S 2)

2
12 12

III’[[[[I'I I]alllllll II‘LI

Obrazek 2: Tabulka YBC 7302 [5]

Egypt Matematika v Egypté musela existovat jiz v 3. tisiciletim pf. n. 1., protoze v pfiblizné
té dobé probihaly stavby pyramid a kanald, na které byly potfeba pokrocilé znalosti matematiky

[3].

Roku 1858 pobliz Nilu byl nalezen RhindGv papyrus, ktery obsahuje ndvod na vypocet obsahu
kruhu. V piikladu R50 se tvrdi, Ze obsah trojihelnika S je roven Cislu % vyndsobenému druhou
mocninou pruméru d [1].

64
S=_—d 3
1 3)
Kdyz si vztah upravime, dostaneme hodnotu .
64, I 5 64, 13
5—81d = 4Ttd _81d = TE—381

Pomoci tohoto vzorce pro obsah kruhu je jasné, Ze pro Egypt’any hodnota © odpovidala Cislu
3,16. Jak ke vzorci 3 dosli, zistava zdhadou. Ale mnoho historiki matematiky se priklani k
g—‘ll prisli pomoci Ctvercové sité, kterou pouZzivali pfi projektovéni staveb.

KdyZ na Ctvercové siti slozené z 9 Ctverci jako na obrazku 3 aproximujeme kruh osmidhelni-

tomu, Ze na nasobek

kem, dobereme se k vysledku, Ze obsah kruhu je g druhé mocniny priméru kruhu. Protoze g—‘ll je
snadno zapisovatelné pomoci kamennych zlomkd, které se v té dobé hojné pouzivaly, je mozné,
ze g—? nahradili % [5].
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Obrazek 3: Sit’ pro aproximaci kruhu

Recko Na tipIném vrcholu byla starovékd matematika v Recku a to hlavné diky velkému
mnozstvi védcu z celé fady oborti. Do dnes$ni doby se v matematice pouZiva mnoho jejich po-
znatkt, napf.: Archimédovy geometrické fady, Pythagorova véta, Euklidovy véty a Archimédav
algoritmus na vypocet 7, ktery je rozebran v kapitole 2.2.2.

Rim Klaudios Ptolemaios, védec Zijici v Alexandrii 85-165 n. 1. [12], ve své 1. knize ,,Al-
magest* sestavil tabulku tétiv (sinil). Funkci sinus dhlu « znacil jako ,,chrd a*. K uréeni za-
kladnich hodnot uziva do té doby jiz zndmych znalosti z matematiky. Pro ziskdni malych dhla
odvodil vzorec pro chrd polovi¢niho thlu:

1 — chrd (180° — «)

0]
hrd®>— = .
ey 2

Tento vzorec lze zapsat dneSnim zdpisem jako:

.o 1 —cosa
sin® — = ———
2 2

Po dpravé vzorcem sina + cos? o = 1, ktery znal i Ptolemaios, lze dostat algoritmus pro po-

1 —+/1—sin?
sin & = b @ (4)
2 2

Kdyz se dostal az na 1° vyuzil novou goniometrickou funkci pro aproximaci obvodu kruhu o,
kterou Ize vidét na obrazku 4. Tato aproximace by $la zapsat dneSnim modernim zdpisem takto:

loviéni thel:

Obrazek 4: Ptolemaiova aproximace kruhu

11



n—oo n

. . (360°>
o= lim nrsin ,

kdyz tento vzorec vloZime do rovnice pro m:

o
T=—
2r
dostaneme, Ze:
. msin (@)
1= lim " 5)
n—o00 2

Ptolemaios pro o = 1° (n = 360) dostal pro © hodnotu 3,14166. Divod, pro¢ nedostal hodnotu
3,14143, je, Ze béhem svého vypoctu chrd 1° pomoci vzorce 4 zaokrouhloval [3].

2.1.2 Archiméduv algoritmus

Archimédes (287-212 pt. n. 1.[3]) pouzil k vypoctu wt ivahu, Ze obvod vepsaného pravidelného
n-uhelniku o,, je mensi nez obvod kruhu o, a Ze obvod opsaného pravidelného n-ihelniku O,
je vétsi nez obvod kruhu:

Obrazek 5: Kruh s opsanym a vepsanym n-ihelnikem

o, < o <O,

ns, < 2mr < nsS,

NSy, nsS,

— 6
2r<n< o2r ' ©)

kde n je pocet vrchold/stran, 7 je polomér kruznice, s, je délka strany vepsaného n-thelniku
a .S, je délka strany opsaného n-ihelniku [1]. Princip tohoto algoritmu je ten, Ze ¢im vice bude
mit n-thelnik vrchold, tim vice bude opisovat kruh a tim bude mensi piislusny interval.

SFunkce sina je sice definovani jako protilehld odvésna ku pfeponé, ale pro malou protilehlou odvésnu
ke stfedu kruznice a,, miZeme pfeponu brat pfeponu za stejné dlouhou jako pfilehlou odvésnu r (obrazek 4).

12



Archimédes zacal vypocet na snadno spocitatelném Sestithelniku, kde délka strany vepsaného
Sestithelnika je polomér kruznice®, pro jednoduchost vypo&tu zavedeme jednotkovy polomér
(r=1).

Obrazek 6: Jeden trojtihelnik z vepsaného Sestitihelnika

Ss¢=1r = S=1

Délka stany opsaného Sestitihelnika jde vypocitat pomoci Pythagorovy véty.

Obrazek 7: Jeden trojihelnik z opsaného Sestidhelnika

4 23

2
Sg = 7"2 + (%) = 4S§ = 4’)"2 + Sg = Sz = 57'2 = SG = —7T

2v/3
3

KdyZ se hodnoty s¢ a Sg vloZi do vztahu 4, vyjde, Ze 3 < t < 24/3. Archimédes u této hodnoty
nevydrZel, a tak pocital d4l, ale protoZe pro vicetihelniky neni vypod&et tak jednoduchy’, odvodil

= S=

si vztah pro 2n-uhelniky.

Z obrazku 8 miZeme sestavit soustavu 3 rovnic, ze kterych se da vyjadfit so,:

1. Protoze se jednd o mnohouhelnik vepsany, vrcholy budou lezet vZdy na kruZnici ve vzda-
lenosti r od stfedu S.
r=x+vy

2. Pro pravouhly trojuhelnik z obrazku 8 podle Pythagorovy véty plati, Ze:
1’ 1
r? =2 + <§sn) =22+ Zsi

Pravidelny $estitihelnik se sklad4 z Sesti rovnostrannych trojiihelniki. To znali jiZ Babylonané[1].
7Za Archiméda nebyly zndmé goniometrické funkce. Prvni, kdo uréil jejich hodnoty, byl Ptolemaios. [3]

13



Obrazek 8: 1 trojihelnik z vepsaného Sestitihelnika a 2 trojihelniky z vepsaného dvanactidhelnika
3. Pro levy trojtihelnik z obrdzku 8 podle Pythagorovy véty plati, Ze:
2
1 1
2 2 2 2
Sop =Y + (_Sn> =Y + an'

2

Cela soustava se d4 upravit a dd se z ni vyjadfit s,,. (Jednotlivé rovnice soustavy rovnic jsou
zapsany ve sloupcich pod sebou a jednotlivé kroky tprav jsou vZdy mezi sloupci doprava.)

r+y =71 z+y = 1 y = 1—=x
s2 s2 2
LZ'2+Z = 7 £E2+Z =1 r = 1_%
2 2
2 Sn 2 2 5 _ 2 s2
Y +Z Son yr 4 y2+z = 53,
2 2 2 2 2
(1—x)2+%:s§n = 1—2x+x2+%:sgn = 1—2\/1—%—}—1—%—%%:5%”
2
= 2 =2-2 1—%“ = sg=1/2— /452 %

Z obrazku 9 je patrné, Ze kdyZ se zpolovicni dhel « na thel 3 (zdvojnasobeni poctu vrcholl),

12'S,
12'S,,

Obréazek 9: 1 trojihelnik z opsaného Sestidhelnika a 1 trojihelnik z opsaného dvandctithelnika

1 S

1Sy = San) U
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protoZe v libovolném trojthelniku je pomér libovolnych dvou stran svirajici thel ¢ stejny jako
pomér usecek ve zbyvajici strané rozdélené osou uhlu . Pomoci Pythagorovy véty Ize spocitat

1 \? 1
= 2 — = — 2
I=/r +(2Sn> \/1+4Sn

Nyni sta¢i dosadit a vyjadrit S,,,[6].

stranu [.

%SQn _ r - SQn _ 1

%) Jerats | S iriw
S2n 1 Sn 1
Son(Gm =1 1412 S o

SZn
Sn 25,
Timto postupem doSel az k 96-thelniku a vypocital, ze 3%—(1) < m < i, neboli 3.1408 < 1 <

7,
3.1429. Ve vypoctu musel odmocnovat, naptiklad V3 & %, ale dodnes se nevi, jak to udélal.

= Sgn = = Sgn =

®)

Je mozné, Ze Archimédes Sel pozdé&ji jesté dal, protoZe v roce 1896 v Istanbulu byla nalezena
Metrika z roku 60 pf. n. 1. od Herona z Alexandrie (10-70 n. 1. [7]), kde se Heron odvoldva
na Archiméda s tim, Zze 3.1416 < n < 3.1738. Chyba v hornim intervalu vznikla asi opisem
origindlu. [1]

2.2 Stredovek

Vzhledem k tomu, zZe béhem stfedovéku probihal souboj védy a ndbozZenstvi a starovéké po-
znatky stacily, doslo v fad¢é védeckych disciplin, v¢éetné matematiky, k dtlumu. Jedni z mala,
ktefi se v této dobé zabyvali mt, byl Leonardo Fibonacci a Mikulas Kusédnsky. [1] [12]

2.2.1 Leonard Fibonacci

Leonardo z Pizy/Fibonacci (1180-1250) pouZil ke svému vypoctu 1 Archimédovu metodu. Po-
moci decimdlni aritmetiky, ktera jeSt€¢ za Archiméda nebyla zndma4, doSel u 96-thelniku k ne-

rovnosti 259 < n < 220, KdyZ se z meznich hodnot udéld primér:
9 5

O~

+3 29 .1
2 90 3’

vyjde Fibonacciho hodnota n g;% ~~ 3,141818. [1] [10]

2.2.2 Mikulas Kusansky

(S

Mikulas§ Kusansky (1401-1464) byl némecky filosof, teolog, diplomat, matematik a kardinal
v Rimé&. Objevil novou, tzv. ,,sendvicovou* metodu pro vypocet m. Vzal si pravidelny n-thelnik
s obvodem 2, ktery byl vepsan a opsan kruznicemi (obr. 10), a zdvojndsobovanim uhld v mno-
hotuhelnik o stejném obvodu zptesnoval krajni intervaly vypocti .
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Obrazek 10: Kusdnského algoritmus

Zacal na Ctverci o strané ay, kterd se rovnala % Polomér vepsané kruZnice r,, je polovina strany
ctverce, tj. %. Polomér opsané kruznice R,, 1ze spocitat pomoci Pythagorovy véty.

_ .2 %)2: 1 i:ﬁ
Ry \/r4+<2 6716 4

Kdyz znal polomér vepsané a opsané kruznice, zacal iterovat pomoci jeho nalezenych vzorct
pro obvody kruznic v 2n-ihelniku.

Ryt
2

RQn =V RnTQn (10)

Jak jiz bylo zminéno, obvod opsané o;,, a vepsana o,,,; kruznice tvoii meze intervalu, ve kterém
se nachdzi obvod n-uhelnika o. Interval 1ze rozepsat do dvou nerovnosti.

€))

Ton

2 1
Op <0 = 2mrp,<o = 1<— = n<—

2r, Tn
1
0< 0pyt = o0<2nR, = 2Rn<n = R—n<n
Z predchozich dvou nerovnosti 1ze udélat jednu nerovnost.
1 1
—<n< — 11
R, " Tn (i

Kdyby nezvolil obvod n-ihelniku 2 ale libovolny jiny o, dostal by nerovnost pro vypocet t:

0] < < 0]
oR, ~ " o

Kusansky pfisel ke vzorci 9 tak, Ze sestrojil konstrukei, v které je Ctyf- a osmidhelnik o stejném
obvodu (obr. 11), takze plati, Ze:

|AB| = 2|EF| = a4 = 2ag.

16



Obrazek 11: Vypocet poloméru vepsané kruznice osmitihelnika

Z tohoto tvrzeni plyne, Ze bod H, ktery je od stfedu .S vzdélen jako polomér vepsané kruZnice
2n-thelniku®, je pfesné uprostied mezi G a V, coZ si zle ovéfit tak, Ze vezmeme pravouthly
trojihelnik GV B, ktery bude mit thel « pfi vrcholu V, a pomoci funkce tangens zapiSeme

. |BG| . |FH| _ |BG|  |FH| N tay B Lag
GV|) |HV| |IGV| — |HV| GV|  |HV|
2 1

IGV| ~ |HV|

Ted’ staci délky poloméri zprimérovat.

rovnici:

= |GV|=2|HV]|.

s - 159! : sVl T try

Vzorec 10 vychazi z Euklidovy véty o odvésné (obr. 12) [9], kde:

Obrazek 12: Vypocet poloméru opsané kruznice osmidhelnika

[SF|* = [SVI|SH| = [SF|=V/ISV[ISH| = R =/ Ruran.

Kusansky se jesté pred objevenim tohoto algoritmu zabyval geometrickym ptiblizenim k ob-
vodu kruhu. Vymyslel hned nékolik pfibliZeni. Pravdépodobné nejpiesnéjsi se nachdzi v knize

17



Obrazek 13: Vypocet poloméru vepsané kruZnice osmitihelnika

,Dialogus de circuli quadratura® z roku 1457. Toto pfibliZzeni je na obrazku 13. V konstrukci
na obrazku hleda priblizeni obvodu oy kruZnice £ se stiedem v bod¢ S a polomérem r. Kruznice
protinaji kolmé pifimky v bodech A, B, C' a D se spolecnym bodem S. Déle narysoval kruZnici
[ s polomérem R, ktery se rovna:

r+|AB| r+\/m_ r42r B r(1+/2)
2 2 2 2

Na kruznici [ umistil bod K tak, aby platilo, Ze uhel BSK je 60°. Nakonec vepsal do kruznice
L rovnostranny trojuhelnik /.JJ K se stanou a. Strana a se rovna:

A SR . SR (O ER;

R:

C160° = 2 ve _ a
sm60—R = 5 ¥

KdyZz oba obvody porovname, zjistime pribliznou hodnotu = [13].

3r(V3+V6) 3(V3 + V6)

Op = OpalJK = 2mr=3a = 27[7‘:# TE:T

2

T~ 3,136

2.3 Novovek

Konec 15. stoleti a zacdtek 16. stoleti byl ve znameni zamoiskych cest. Z tohoto diivodu byl
pozadavek na presnéj$i méfici pfistroje, coZ mélo za ndsledek rozvoj pfirodnich véd vcetné
matematiky. [1]

2.3.1 Francois Viete

Francois Viete (1540-1603) jako prvni vymyslel algoritmus na vypocet © zaloZeny na nekonec-
ném soucinu (vzorec 12).

(12)

2 V2 V2442 2+
9

T 2 .

M?|
1S

8y tomto piipadé osmithelniku

18



Vydal ho v knize ,,Variorum de rebus mathematicis responsorum, liber VIII* v roce 1593 [1].
Tento 1ze snadno odvodit pomoci goniometrickych funkci.

Pomoci vzorce:
sin 2cc = 2sin v cos o

muzZeme libovolné mnohokrat rozloZit sinus.
sinx = 2sin — cos — = 2 (281n—cos—> Ccos — =
2 2 2-2 2-2 2
= 23¢in m Ccos m Ccos : cos <
23 23 22 2
JiZ ve tfetim rozkladu je vidét obecny vzorec pro rozklad.

n
. n . T T sinx
sinx = 2 sm—Hcosf = Hcos
2n A 2t . g 2” Sm —
=1
Pravou stranu nové vzniklé rovnice roz$ifime o f
T
sm $ o
H Cos = = 2 (13)

SlIl 2—n

Dalsi upravy budou za podminky, Ze n se bude limitné bliZit nekonecnu. A protoze

T

on
lim —2 — =1
n—>0081n2—n

)

sinx

“ X
et | G a4

Kdyz za x dosadime 7, vyjde ndm:

/1 N R U
— SR Y . 1
\[ > a2\ eV (15)

coZ lze upravit na rovnici 12. Z té samé rovnice lze vyjadrit i samotné .

2 2 2
—9._ . . )
V2 V22 b e ve

Frangois Viete béhem svého Zivota spocital © na 9 desetinnych mist a pouZzil k tomu ne svtj,
ale Archiméduv algoritmus [11].

Kromé tohoto algoritmu publikoval v tomtéz dile také geometrickou aproximaci nt (obrazek 14).
Na obrazku je kruznice oy, se stfedem S a polomérem R neboli S'A, useCka AI, kterd je stejné
dlouhd jako usecka DH a dvé rovnobézné piimky: /G a AJ. Obvod kruZnice oy, je priblizné
45 J. Pomoci zminéné aproximaci miiZeme dopocitat pfibliZnou hodnotu .
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Obrazek 14: Vietova geometrickd aprogimace

S G J
o

Obrazek 15: Pravouhly trojihelnik SIG a SAJ

ProtoZe podle véty uu’ je trojihelnik SIG podobny trojihelniku SAJ, miZeme napsat, Ze

\S_I|:|S_G] |SJ|:\SA]-|SG]
|ISA| S| |ST|
To 1ze dokazat pomoci obrazku 15, kde plati:
|SI| = |SG|tan «
|SA| = |SJ|tan «
Prvni rovnici mizeme vydélit tou druhou a dostaneme:
151 _ 186G]
|SA|  |SJ]
7 se dd pak vyjadfit:
o _4lsJ|_ 2%t 250 |SGl

"T9R ™ 2R R R 87

K vypoctu velikosti ST pouzijeme délku usecky DE' z trojihelniku DS E. Podle Pythagorovy
véty
V5

1_\? 1 5
|DE|* = |DS|* + |SE|* = R* + (53) =R+ (R =R = |DE|="R

%tihel-tihel

20



Déle potifebujeme délku usecky DH.

5.1 51
\DH| = |DE| - |HE| = \/_R—ER: (i——>R

Nyni mizeme spocitat S1.

1
1| = |SA| — |AI| = |SA| — |DH| = R — (@ ) 5) B

SO ILEHOE

Podle véty uu je trojihelnik DS E podobny s trojihelnikem DG F, proto

D F D D
nD—g{:% = %:%:%%:2 = |DG| =2|GF|
Use¢ku DG mizeme rozdélit na dvé dsecky se spole¢nym bodem S.
DG| = DS| +|SG] = 2GF|=R+|sC] = G=_(R+|SC))
Podle Pythagorovy véty lze napsat, Ze

ISG|* + |GF|* = |SF|?

1
= |SG]*+ (5 (R+1SG)|))? = R?
= |SGP + Z(R2 +2R-|SG| +|SG|*) — R* =0
=  4|SG*+ R*+2R-|SG| +|SG|? —4R*=0 = 5|SG[*+2R-|SG|—-3R*=0
L 56| = —2R+VARY*+60R? —2R+8R —R=EA4R
— 5 — —

10 )
ProtoZe v tomto pripadé nemize byt délka zdpornd, pouzijeme znaménko +.

—R+4
|5g|:j 3

=-R
5 5
Nyni staci dosadit do vzorce pro vypocet .
SG 2R 12 9+3v5 3
ISI| "L (3-VB)R 5(3—5) 5 5

Podle Vieteho geometrické aproximace priblizné vychdzi pro t hodnota 3,14164. [14]
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Obrézek 16: Descartestv algoritmus

2.3.2 Descartuv algoritmus

René Descartes (1596-1650), francouzsky matematik a filosof, dal svétu kartézskou soustavu
soufadnic a racionalistickou filosofii, ktera se stala zdkladem klasicismu. Vymyslel novy algo-
ritmus, ktery byl publikovan aZ posmrtné v roce 1701. Spocival v tom, Ze n-tihelnik o poloméru
o0 je obehnan vepsanou a opsanou kruznici o polomérech r,, a R,, (obrdzek 16), a pomoci vzorcti
1ze spocitat poloméry pro 2n-thelniky o stejném obvodu [11] [17].

Ton = n —; i (16)
Rop = % a7)

Kdyz pouZzijeme vzorec pro obvod kruhu

0
o=2tr = Tn=—,
2r
muzZeme 1t vyjadrfit nerovnosti:
0 0
<< — 18
2R, 2r, (18)

2.3.3 Willebrord Snell

Roku 1654 Christiaan Huygens (1629-1695) pouzil nerovnici od Willebrorda Snella (1580-
1626) z roku 1621 k vypoctu priblizné hodnoty n. Nerovnice vypadala takto:

3sin @ % . P
——— < p < tan - + 2sin -, 19
2+ cosp 7 an3+ sm3 (19)

a kdyz do ni dosadil, Ze ¢ = 55, dostal, Ze 7 je 3,141 592 653... Pesnost byla na 9 desetinnych
mist [11].

Snell v roce, kdy vydal predchozi nerovnost, vydal v knize ,,Cyclometria sive de circuli di-
mensione* 2 nerovnice zvySujici tcinnost Archimédovy metody. Zjistil totiZ, Ze v jakékoliv
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O Oe o O
pn T q n

Obrazek 17: Interval z Archimédovy metody

fazi iterovani pro n >= 3 je 7 bliZe spodni hranici intervalu ¢, nez spodni hranici intervalu p,,
(obrazek 17).

Tc_pn<Qn_T[

Pro jednotlivé n > 3 pak mu vySly 2 stalé nerovnosti.

I " T o9 im 7T (20)
T—Dn n—=o0 T — Pp
ETPr oy i Py 1)
™ — p2n n—oo T — an
Kdy?z tyto nerovnosti upravime:
n— T 2 1
d >2 = ¢ —1n>2n—2p, = 31> -2p,—q¢ = "< =D+ =qn
T — Pn 3 3
T — Pn 4 1
P <4 = n—p,<4dn—4py, = =3n<-Apsy+p, = T> =Dan— =Dn,
T — Pan 3 3

ziskdme nerovnice pro vyrazné ziZeni intervalu z Archimédova algoritmu.

Snell sice tyto nerovnosti objevil, ale dokazal je az Huygens v ,,De circuli magnitude inventa“
v roce 1654 [15].

2.3.4 Wallisuv nekonecny soucin

John Wallis (1616 — 1703 [11]) v roce 1655 v knize ,,Arithmetica Infinitorum* vydava po Vie-
tem druhy nekonecny soucin a zaroven historicky prvni algoritmus pro vypocet n obsahujici
pouze raciondlni operace [1].

T 2:2:4-4.-6-6-

- (22)
2 1-3-3-5-5-7-...
Ten lze prepsat do moderni obecnéjsi podoby pro .
- i T 442
= lim 2 = lim 2 2
T e H(Qz—l 27,+1> Jm 2 [ [ 75— 3)

=1

2.3.5 Gregoryho algoritmus

James Gregory (1638-1675) predstavil v roce 1667 verejnosti novy algoritmus zaloZeny na kruz-
nici o poloméru r opsané a vepsané n-tihelnikem (obréazek 5). Algoritmus pocitd obsah vepsa-
ného s a opsaného S 2n-thelnika pomoci vzorct [11]:

Son = \/$nSn (24)
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25,5

Sop = ——"—. 25
2 Sp + Sop 25)
Kdyz upravime vzorec pro vypocet obsahu kruhu, dostaneme:
S
S=m? = n= -
r

proto mizeme napsat, Ze obsah vepsaného s a opsaného S 2n-tihelnika pomoci vzorci [11]:

S, Sy
) <n< pok (26)

2.3.6 Brounckeruv retézovy zlomek

William Brouncker (1620-1684) objevil novy fetézovy zlomek na vypocet .

SR I
T 24 3
245

(27)

Nezname jeho odvozeni, ale dochovalo se ndm odvozeni od Leonharda Eulera z roku 1775.
Jednotlivé Cleny Gregoryho-Leibnizovy fady rozlozil:

(D)D) -

a pomoci vzorce:

a; + ajas + ajazas + ... =

prepsal na [1]:
T 1 1 4 1
4 4 _ -3 14+ — T 2+ 32

_3
1+<7%)77§ 24+...

T (o

Miizeme misto posledni Upravy rovnici vyndsobit 4 a dostat rovnici pro samotné m:

! (28)

2t o

2.3.7 Gregoryho-Leibnizova rada
Tato nekoneCnd fada byla objevena nezavisle dvéma matematiky: v roce 1671 James Gregory a
v roce 1674 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

n 1 1 1
Sl 4ot 2
1 37577 (29)
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Gregory pomoci Cavalieriho vzorce a dlouhého déleni v integrandu dosdhl Taylorova rozvoje
pro funkci arkus tangens. Taylordv rozvoj lze dneSnim zapisem zapsat takto:

]

"4 (g |
flay = m STy

ProtoZe zndme hodnotu arkus tangens v bodé 0 (arctan(0) = 0), miZeme tuto hodnotu dosadit

za a:
arctan(a) 1 0(a®+1)—1(2a+0)
57 221 1)2
arctan(z) = f(x —a)’ + a21+1 (x —a)' + ( J;) (x —a)*+
—2(a?41)2—(—2a)2(a?+1)2a
2114
+ GaRY (x —a)®+ ...
6
= aretan(s) = arctan(a) + (v — @) + s (0 — @)
rctan(z) = arctan(a r—a r—a
archanie) = aie a’?+1 2(a? +1)?
—2(a* + 1) + 8a*(a® + 1)( s
6(a?+1)4
= arctan(x) = arctan(0) + (x —0)+ 20 (z — 0)°+
B 02+1 2(02 4 1)2
—2(0° +1)> +8-0%(0° + 1
(O 18P0
6(0%2+1)
-2 4 x3
= arctan(x) =z + < +.. = arctan(z) =x — 3 + ...

Kdybychom hned ze zaétku pracovali s osmi ¢leny namisto Ctyf, fada by vypadala takto:

2T

¢ T
arctan(z) = x 3+5 7—1—

Nakonec Gregory dosadil x = 1 a dostal fadu v rovnici 29. Po vyndsobeni 4 dostaneme fadu
pro samotné r, kterou l1ze zapsat modernéjSim zptisobem [11][1]:

. =~ (—1)’
= lim 4
= u £ 2i+1 (30)

2.3.8 Kochanskiho geometricka aproximace

Roku 1685 Adam Adamandy Kochariski (1631 Dobrzyniu n. Wista-1700 Teplice v Cechéch
[11][8]), polsky matematik, ktery piisobil jako jezuita velkou ¢ast svého Zivota v Cechdch, vy-
pocital pribliZnou hodnotu © pomoci své vlastni konstrukce, kterd je na obrazku 18, kde plati,
7e v = 30° ausecka C'D je priblizné polovina obvodu kruhu o poloméru r.

Usecku C'D lze spoéitat pomoci Pythagorovi véty.

(CD| = VIABE + (JAD] = [BCI)? = /(202 + (3r — r tg30°) = \/4r2 F(or-25) -
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_ \/W VR wo—g_w% a1)

Nakonec tsecku sta¢i tat do vzorce pro .

/ 40—6v3 6\f 140 6\/_ (32)

Ze vzorce 32 je jasné, Ze Kochanski doSek k hodnoté n 3,141533. [1]

3.14153

Obrazek 18: Kochanského konstrukce pfiblizné poloviny obvodu kruhu s danym polomérem

2.3.9 Newtonovy rady

Sir Issac Newton (1642-1727 [11]), zakladatel integralniho a diferencidlniho poctu, objevil hned
nekolik fad. Nejznaméjsi vychazi z jim objeveného vzorce:

) dx
arcsinx = ,
Vit
ktery jde s pouZitim jeho objevu binomické véty upravit na:
1 1-3 1-3-5
inx = 1+ =2? 4 6+ . )dx =
arcsin ( 58t 5% Yy et t )dx

1-3-5x n
=+ -— — —+..
23 245 2:4-67
Po dosazeni x = % dostaneme vzorec pro vypocet 1t [1]:
1 = 1

arcsin— = - = T = 6arcsin —
2 6 2

S on=6(sti o Lo L8 1 (33)
" 2 23-23  2-45-25  2.4-67-27
ktery jde modernim zptisobem zapsat jako [17]:
(2i)!
’T—JEEszw (iD2(2i + 1) GY

26



/

Obrazek 19: KruZznice y = v & — a2 s vyseli

Dalsi znamou fadu publikoval 1737 v knize ,, Treatise on the Method of Fluctions and Infinite
Series“. Vychazi z rovnice kruZnice:

y=va—a?

kterou Ize vidét na obrazku 19. Pomoci binomické véty vyresil obsah a polovi¢ni dse¢e ABD:

1 i 2 1 1 1
a:/ W_xzdx:/ VAT =l = | 2V — 2V — SV — o -
0 0

0

2 1 1 1
_ _ _ — — 35
3-28 5.25 28.27 72.2° (33)
Plocha polovi¢ni dsece je obsah S, vysece AC'D bez obsahu S, trojuhelniku BC' D
a=5S,— 5 (36)

Nejdfive spocital iseCku |BD|:

o= (3) - () = =

V3

BD =

o = arctg (ﬁ) = arctg (%) = arctg V/3 = 60°.
1

a pak thel a:

Z thlu « je jasné, Ze a je % obsahu kruhu. S témito znalosti 1ze spocitat vzorec 36.

> |BD|-|B 1 143
nr® |BD|-|BC| 73 44 _ T V3 = =24 V3 (37)

S S S N VERED a2

Do vzorce 37 dosadil za a vzorec 35 [1].

3v/3 1 1 1 1
=—— 42— - — — - .. 38
ey T (12 5.2 28.27 7229 ) (38)
Vzorec 38 lze zapsat modernim zpiisobem jako [17]:
3V3 (2i)!
= lim 2¥° + 24 39
e T Z 24 +2(i1)2(2i — 1)(2i + 3) 39)
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2.3.10 Sharpova rada

Abraham Sharp (1651-1742) zrychlil Gregoryho-Leibnizovu fadu tim, Ze do Teylorova rozvoje
pro arctg(x) dosadil za x \/ig [1].

arctan(x)—a:—x—3+x—5—x—7+ = r_ L 1— 1 + 1 1 +
T3 T 6 V3 3.3 32.5 3.7
1 1 1 _ (1)
" \/_( 3.3 3.5 o7 ) oo \/_;31(2“1) (40)

2.3.11 Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707-1783) sjednotil matematicky zéapis a symboliku do dne$ni podoby, napf.:
f(z), [dz, i, e, >. Od jeho doby se feckym pismenem  oznaCuje konstanta, o které je tato
préce.

Dal$im vysledkem jeho celozivotni price je objev nékolika nekone¢nych fad vedoucich k T,
z nichZ je nezndméjsi vyfeSeni fady prevracenych dvojmoci z roku 1736. Tento matematicky
problém se celd desetileti marné snazila vyftesit celd spousta matematikd, napt.: G. W. Leibniz
nebo J. Bernaulli I. Euler pouZil k feSeni rady prevracenych dvojmoci TaylorGv rozvoj pro
funkci sin z, kterd byla znama uz za Newtona.

T

Sinx:$—§+a—ﬂ+...

Radu fesil pro sinz = 0, vydé&lil ji « (x # 0) a nasledné substituoval y = z2.

$3 .1’5 l’7 .1'2 .1'4 $6 y yQ y3

Ozx—g—i—a—ﬁ—ﬁ.. = 0:1—§+§—ﬁ+... = 021—5—1—5—%%-...

(41)
Jestlize rovnice 41 méla pred dpravou délenim kotfeny: + = nn, n € Z, tak po substituci ma
koteny: y = (nn)?, n € N. Pomocf teorie rovnic vymyslel tpravu rovnice, dnes zndmou jako
Vietovy vztahy, ktera zni: Soucet prevracenych hodnot kofenti (ﬁ, n € N) je roven zdporné

vzatému podilu linearniho a absolutniho ¢lenu (%) [1].

1_1+1+1+ :n2_1+1+1
3 w2 (2m)2 0 (3m)2 T 6 12 22 3

+ .. (42)

Vzorec 42 1ze piepsat pro samotné 1t

1 1 1 .
n:@\/ﬁ+§+_+..._ - 43)

Stejnym zptisobem odvodil fadu pomoci funkce cos x.

2 4 6 2 3
cosle—x—+x——x—+,,, = ():1_24_y__y_+_“

20 4l 6! 20 41 6!
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1 1 1 1 2 1 1 1

2 T 052 T (one T @ T s etetet ()
Odectenim rovnice 42 od dvojndsobku 44 dostal dalsi fadu:
2n? w2 1 1 2 1 2 1 1 1
—_— === - = ——=—w => —==—-—=+4=—.. 45
8 6 12 1?2 22+32 32 12 12 22+32 (43)
Z rovnic 44 a 45 jde vyjadrit m.
n= lim 2, (2 i 1t (46)
' UL (=)
T = nh_)n;O 2,13 Zl 2 47)

2.3.12 Legendreho algoritmus

Adrien Legendry (1752-1833) v roce 1794 publikoval dilo ,,Eléments de géométrie* podobnym
algoritmem jako M. Kusdnsky jen s rozdilem, Ze kromé poloméru opsané a vepsané kruZznice R

//////

Ty + Ry
2

'nt1 = V T’an (49)

Rn+1 =

(48)

Sp+1 = Sp — Qn(Rn - Rn+1)2 (50)

1

Za pocatecni hodnoty zvolime Ry = 1, rg = V2 g 50 = T

2

Nyni staci pro vypocet t pouZzit nasledujici vzorec [11][16]:

2 R2
n g (51)
Sn Sn

2.4 Moderni algoritmy s vyuZiti pocitaca

V z4afi roku 1949 v Laboratofich balistického vyzkumu v Pensylvénii byl zfejmé proveden his-
toricky prvni vypocet hodnoty m. Pocita¢ ENIAC spocital pomoci Machinova vzorce

1 1
= 16 arctg - — 4 arctg — 52
T arcg5 arcg239 (52)

za 70 hodin © s pfesnosti na 2037 desetinnych mist. Tento rekord byl nékolikrat prekonan.
Poprvé 1954/1955 v Dahlgrenu ve Virginii, kdy poc¢itac NORC spocital za 13 minut © na 3089
platnych mist.
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Pro zménu jiny vzorec byl pouZit v bfeznu 1957 v Pocitatovém centru v Londyné. Za 53 hodin
zvladl pocitac Pegasus vypocet © s uzitim Strassenitzkého vzorce

1 1 1
T = arctg 5 + arctg R + arctg 3 (53)

na 10 021 desetinnych mist. Bohuzel od 7480. mista byla chyba, protoZze vzorec v pocitaci nebyl
identicky. Na jare dalSiho roku byl vypocet zopakovan spravné.

Na kombinaci Machinava a Gregoryho vzorce

- - (=1 - (—1)
= lim 16 R : 54
T nl—>nolo ; (2@' + 1) . h2i+1 Z (22' + 1) . 2302i+1 (54)

=0

Move

vsadili v Cervenci 1960 v Data Procissing Centre v PafiZi a z pocitace IBM704 ziskali prvnich
10 000 desetinnych mist za 1 hodinu 40 minut.

Posledni vzorec zde popsany bude Stromertv:

1 1 1
T = 24 arctg 3 + 8 arctg = + 4 arctg 239 (55)

Byl pouzit v Cervenci 1961 na pocitaCi IBM 7090 v IBM Processing Centre v New Yorku a
za 8 hodin a 43 minu méli © na 100 265 platnych mist. Ten samy vzorec spolu s Shanksonovo-
Wrenchovou metodou byl zdkladem vypoctu t na 500 000 desetinnych mist v KPAE v Pafizi
pocitacem CDC6600 v tinoru 1967. [1][20]

3 METODA MONTE CARLO

Monte Carlo, zkrdcené MC, je metoda numerického vypoctu pomoci generovini ndhodné ve-
li¢iny'?. PouZitf nasla hlavné s rozvojem vypocetni techniky, protoZe do té doby jsme nemohli
generovat pseudondhodnd Cisla jinak neZz ru¢nimi vypocty, coZ mélo za nésledek nedostatek
hodnot pro seriézni vysledek za rozumny €as. Pro generovéni jde sice pouZzit i fyzikdlni experi-
ment, napiiklad hod kostkou, ale i ten neni ¢isté ndhodny, protoZe je ovlivnén tim, jak hazime.
V dne$ni dobé metoda nachazi hlavni uziti pro fyzikalni simulace pravdépodobnostnich jevil,
napt.: v kvantové fyzice, nebo k vypoctu poméru obsaht. [1][19]

3.1 Obsah kruhu

Pomoci MC sice pfimo nemtizeme spocitat urcity integral, ale miZeme si vyjadrit obsah plochy
pod kiivkou z daného poméru. Pokud budu znéat obsah vysece, kterd zaujima ctvrtinu kruhu
(obrazek 20), mohu si m spocitat.

Principem této metody je, Ze budeme generovat pseudondhodné body na urcité ploSe o obsahu
S7 a budeme zji$t' ovat, jestli bod leZi pod kfivkou na ploSe o obsahu S;. Pomér poctu vSech

ONghodna veli¢ina je veli¢ina s pfifazenou ndhodnou hodnotou. ProtoZe vétSinou je ziskdvana pomoci algo-
ritmu, nikoliv dilem ndhody, oznacuje se jako pseudondhodna.
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bodl na pod kfivkou m s celkovym poctem bodi n je pro velké n rovny poméru obsahu S

S SQ.

M (56)
Sl m

ProtoZe s rovnici kruhu budu zachdzet jako s funkci

0.5

X

Obrizek 20: Integrace § kruhu y? = 1 — 22

y(ilf) =V 1—.%'2,

budeme pracovat s ¢asti nad osou x, presnéji v 1. kvadrantu. Plocha, ve které budeme generovat
body, m4 tvar &tverce o strané a rovné 1, protoZe kruh o rovnici 4> = 1 — 22 m4 polomér r
rovny 1, proto generované body maji tvar X;[z;, v;], kde x; a y; jsou pseudondhodna ¢isla od 0
do 1. Zda lezi body ve vyseci, provéfime funkci:

i <yla) = yi<,/l—a?

(2
Po vygenerovani velkého mnoZstvi bodli dostaneme ¢isla n a m, ze kterych si vyjadiime .

n So }ng T 4n
= — = - = = — 57
m S a? 4 E m 7

Na obrdzku 21 je vystup z pocitace, ktery pocital = pomoci vySe popsaného algoritmu.
3.2 Buffonova jehla

Georges Louis Leclerc, knize de Buffon, zndamy svym Sokujicim sdélenim o stdif svéta'!, navrhl
experiment vedouci k hodnoté © pomoci pravdépodobnosti. Experiment, ilustrovany na obrazku
22, spociva v hazeni jehel o délce L se stredem v bod€ S na rovnou plochu rozdélenou rovno-
béznymi pifimkami ve vzdalenosti d, kterd nepfekracuje délku samotné jehly. Pravdépodobnost
P, Ze jehla protne piimku, lze vyjadrit vztahem:

2L

p==
dr

(58)

11Syym tvrzenim, Ze svét je stary 75000 let, $okoval vzdélance té doby. V 18. stolet se stile vé&filo, Ze svét neni
starsi vice jak 6000 let.
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Obsah kruhu
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Obrazek 21: Vypocet obsahu kruhu metodou Monte Carlo

Obrézek 22: Buffondv experiment s jehlou

Vztah 54 jde odvodit pomoci jednoho integrdlu. Jestlize stfed jehly S je vzdédlen od pfimky
vzdalenosti z, plati, Ze kdyZ je x mensi nez vzdalenost vrcholu jehly 2’ od S na ose kolmé
k pfimkam, jehla protnula pfimku.

r<a

= x< %L sin

Protoze je stejné pravdépodobné, jakou piimku jehla protne, staci spocitat pravdépodobnost
protnuti jedné konkrétni pfimky. Jestlize thel ndklonu jehly ¢ je v rozsahu od 0 do © (z obou
stran je stejnd) a x je v rozsahu od 0 do g, mohu v§echny moznosti dopadu interpretovat grafem
na obrazku 23. Plocha S; pod kiivkou, pfestavujici rovnici z = %L sin ¢, znazornuje vsechny
piipady protnuti pfimky jehlou. Pravdépodobnost protnuti se dd spocitat z podilu .Sy a plochy
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Obrazek 23: Graf protnuti pfimky

S, zndzornujici vSechny piipady hodu:

n . L| -
p_ S _ JoaLsinpde [ COWL_L(HD_?L
S, %dn N dr  drn dx
Ze vztahu 54 lze vyjadfit . [1]
2L
= — 59

Buffonti experiment zle taktéZ nasimulovat na pocitaci, o cemZ se miiZzeme presvédcit na ob-

Simulace experimentu Buffonova jehla

-
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Obrazek 24: Simulace experimentu Buffonova jehla

razku 24. V grafu je uvedena nejistota 30!, kterd byla vypo&itand podle vzorce na nejistotu

I2Nejistota na 30 znamend4, Ze pravdépodobnost, Ze skute¢nd hodnota leZ{ v intervalu ohrani¢eném nejistotou,
j€ 99,7%,
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pro o [19]:

kde n je pocet hodi.

4 SROVNANI METOD

V této kapitole chci srovnavat efektivitu algoritmt zminénych v predchozich kapitolach podle
mnou definované veliCiny 2. ProtoZe » zdvisi na rychlosti konvergence algoritmu /3(n), coz je
nespojitd funkce zavisla na poctu iteraci n, kde n nalezi prirozenym ¢islim, pouZijeme sumaci
v intervalu vSech iteraci, a tim dostaneme hodnotu veli€iny nezavislou na aktudlni iteraci.

a—r 00

= lim Zﬁ(n)

Vzhledem k tomu, Ze chceme, aby platilo, ¢im niZs§i hodnota, tim lepsi algoritmus, definujeme
si rychlosti konvergence algoritmu pomoci exponencidlni funkce 2 na soucin diference poctu
operaci AO,,'* od které je ode&teno &islo 1:

/B(n) — 2A0npn _ 1 — 2(On+1_on)pn _ 1

Diivod pouziti ¢isla 2 v definici je, Ze 2% 1ze povazovat za elementarni funkci stejné jako e” jen
s rozdilem, Ze je jednodussi vypocet funkéni hodnoty. Za predpokladu, Ze algoritmus konverguje
k hledané priblizné hodnoté konstanty, bude exponent 2 konvergovat k nule, a proto je ve vzorci
-1, jinak by se pfirtstek po urcitém poctu iteraci neblizil 0 a 2 by nemélo limitu.

a

n=lim ) 2©@nt1=Onpn _q (60)

a—00
n=1

Mira konvergence Miru konvergence p,, si zavedeme jako matematickou veli¢inu vyjadiu-
jici vzdalenost odhadu ¢isla z,, v n-té iteraci od néjaké hodnoty Cisla x, kterou povazujeme
za skutecnou hodnotu limity dané posloupnosti, v tomto piipadé m.

Pn = |Tp — x|, x = lim x,
n—oo

Uvedeny vzorec je pouZit v tabulce 1, 2 a 3 na vSech dosud predstavenych algoritmech pro prv-
nich 10 iteraci. V pfiloze A ,,Mira konvergence* jsou tabulky rozsiteny na 30 iteraci.

Hodnoty jednotlivych algoritmi jsou jesté prezentovany v grafech na obrazcich 25 a 26. VEétsi
méfitko téchto grafl se nachazi v pfiloze A.

4.1 Zavislost poctu operaci

Pocet operaci O,, si zavedeme jako matematickou veli¢inu vyjadfujici pocet operaci (s¢itani,
odc¢itani, nasobeni, déleni, umocnovani a odmocnovani) od pocatku vypoctu az do n-té iterace.

13V této praci O(n) neznamend4 sloZitost algoritmu, ale pocet operaci provedenych od po¢atku vypoctu az do n-té
iterace a miry konvergence p,, v dané iteraci
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Faktoridl z z, pokud x nebude 0, budeme pocitat za x operaci, protoZe pro nenulové z plati, Ze:

Tabulka 3: Mira konvergence 3

xr
x! = H i,
i=1

v opacném piipad€ budeme z! (0!) pocitat za 1 operaci.
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Cislo iterace | Archimedes Descartes Kusansky Gregory
hr. intrvalu spodni | horni spodni | horni spodni | horni spodni{ horni
1 3.13e-1 | 8.58¢e-1 | 3.13e-1 | 8.58e-1 | 3.13e-1 | 8.58e-1 | 1.14e+0 | 8.58e-1
2 8.0le-2 | 1.72e-1 | 8.0le-2 | 1.72e-1 | 8.0le-2 | 1.72e-1 | 3.13e-1 | 1.72e-1
3 2.0le-2 | 4.10e-2 | 2.01e-2 | 4.10e-2 | 2.0le-2 | 4.10e-2 | 8.0le-2 | 4.10e-2
4 5.04e-3 | 1.01e-2 | 5.04e-3 | 1.0le-2 | 5.04e-3 | 1.0le-2 | 2.01e-2 | 1.0le-2
5 1.26e-3 | 2.53e-3 | 1.26e-3 | 2.53e-3 | 1.26e-3 | 2.53e-3 | 5.04e-3 | 2.53e-3
6 3.15e-4 | 6.31e-4 | 3.15¢-4 | 6.31e-4 | 3.15e-4 | 6.31e-4 | 1.26e-3 | 6.31e-4
7 7.89¢-5 | 1.58e-4 | 7.89e-5 | 1.58e-4 | 7.89¢-5 | 1.58e-4 | 3.15e-4 | 1.58¢e-4
8 1.97e-5 | 3.94e-5 | 1.97e-5 | 3.94e-5 | 1.97e-5 | 3.94e-5 | 7.89e-5 | 3.94e-5
9 4.93e-6 | 9.86e-6 | 4.93e-6 | 9.86e-6 | 4.93e-6 | 9.86e-6 | 1.97e-5 | 9.86e-6
10 1.23e-6 | 2.46e-6 | 1.23e-6 | 2.46e-6 | 1.23e-6 | 2.46e-6 | 4.93e-6 | 2.46e-6
Tabulka 1: Mira konvergence
¢C. iterace Snell Legendry Ptolem. | Viete Wallis Brounck.
hr. intervalu | spodni horni spodni horni spodni horni spodni horni
1 2.45e-3 7.74e-2 | 2.27e-1 8.58e-1 3.13e-1 | 1.14e+0 | 4.75e-01 | 8.58e-01
2 1.55e-4 | 3.96e-3 1.01e-3 4.61e-2 8.01e-2 | 3.13e-1 | 2.97e-01 | 4.75¢-01
3 9.72e-6 | 2.37e-4 | 7.38e-9 8.76e-5 2.0le-2 | 8.0le-2 | 2.16e-01 | 3.25e-01
4 6.08e-7 1.46e-5 | 4.98¢e-18 | 3.06e-10 | 5.04e-3 | 2.01e-2 | 1.69e-01 | 2.46e-01
5 3.80e-8 9.13e-7 | 4.80e-18 | 4.79¢e-18 | 1.26e-3 | 5.04e-3 | 1.39e-01 | 1.98e-01
6 2.37e-9 5.70e-8 | 4.80e-18 | 4.80e-18 | 3.15e-4 | 1.26e-3 | 1.18e-01 | 1.66e-01
7 1.48e-10 | 3.56e-9 | 4.80e-18 | 4.80e-18 | 7.89e-5 | 3.15¢-4 | 1.03e-01 | 1.42e-01
8 9.28e-12 | 2.23e-10 | 4.80e-18 | 4.80e-18 | 1.97e-5 | 7.89e-5 | 9.10e-02 | 1.25e-01
9 5.80e-13 | 1.39e-11 | 4.80e-18 | 4.80e-18 | 4.93e-6 | 1.97e-5 | 8.16e-02 | 1.11e-01
10 3.65e-14 | 8.70e-13 | 4.80e-18 | 4.80e-18 | 1.23e-6 | 4.93e-6 | 7.39e-02 | 9.98e-02
Tabulka 2: Mira konvergence 2
C.iterace | Leibniz | Newton | Sharp | Euler Euler 2 | Euler 3
1 8.58e-01 | 1.42e-1 | 3.23e-1 | 6.92e-01 | 3.13e-01 | 3.23e-01
2 4.75e-01 | 1.66e-2 | 6.24e-2 | 4.03e-01 | 1.60e-01 | 1.42e-01
3 3.25e-01 | 2.53e-3 | 1.46e-2 | 2.84e-01 | 1.07e-01 | 7.30e-02
4 2.46e-01 | 4.38¢e-4 | 3.74e-3 | 2.19e-01 | 8.02e-02 | 4.59¢-02
5 1.98¢-01 | 8.15e-5 | 1.01e-3 | 1.78e-01 | 6.41e-02 | 3.07e-02
6 1.66e-01 | 1.59¢-5 | 2.84e-4 | 1.50e-01 | 5.34e-02 | 2.23e-02
7 1.42e¢-01 | 3.23e-6 | 8.17e-5 | 1.30e-01 | 4.57e-02 | 1.67e-02
8 1.25e-01 | 6.71e-7 | 2.39e-5 | 1.14e-01 | 4.00e-02 | 1.31e-02
9 1.11e-01 | 1.42e-7 | 7.12e-6 | 1.02e-01 | 3.55e-02 | 1.05e-02
10 9.98¢-02 | 3.07e-8 | 2.14e-6 | 9.22e-02 | 3.20e-02 | 8.62¢-03




Mira konvergence jednotlivych algoritmu
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Obrazek 25: Graf miry konvergence zde popsanych algoritmu s intervalovym vystupem (Cern.-sh, ¢erv.-hh)
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Obrazek 26: Graf miry konvergence zbytku algoritml popsanych v této praci

Archimedes Pii kaZzdé iteraci, viz 4. tabulka, se musi vykonat 5 operaci pro vypocet jedné
strany vepsaného k-tihelniku a 6 operaci pro vypocet jedné strany opsaného k-thelniku. Pro vy-
pocet spodni nebo horni hranice (sh a hh) 1t je potifeba provést jesté 3 operace. Vysledné vzorce
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n 1 2 3
Oun(n) || 543 | 1043 | 1543
Onn (n) 6+3 | 1243 | 1843

Tabulka 4: Pocet operaci - Archimédiiv algoritmus (podle vzorce 6, 9 a 10)

pro pocet operaci Archimédova algoritmu jsou:
O sh (n) =n+3

Ohh(n) =6n+3

Ptolemaios Vzorce algoritmu:

1—-v1—2,

T =\ ——5 —— = O(n)=5n+a

2
2,
=Ty

Vzorec pro ur€eni poctu operaci v Ptolemaiové algoritmu:

=2ty = a=3

O(n) =5n+3
Kusansky Vzorce algoritmu:
R, + 7,
T = —-———
n+1 2

Rn+1 =V RnrnJrl

ProtoZe r je zavisly i na R a naopak, musime pocet operaci v 1 iteraci pro r a R pocitat z obou
vzorcl. Z r a R se na hranice intervalu pro t dostaneme 2 operacemi. Vzorce pro uréeni poctu

n 1 2 3
Osp(n) || 242 | 642 | 10+2
Onn(n) || 442 | 842 | 1242

Tabulka 5: Pocet operaci - Kusanského algoritmus

operaci v Kusanském algoritmu z tabulky €. 5:
Osp(n) =4(n—1)+2+4+2=4n
Ohh(n) :4(n— 1)—|—4+2:4n+2
Viete Jako jednu iteraci beru vypocet zlomku a jeho vyndsobent s jiZ vypocitanym odhadem

n z predchozi iterace, pokud to neni prvni iterace, kdy se ni¢im nendsobi. Z tabulky €. 6 plyne,
Ze sloZzitost algoritmu tvofi posloupnost:



n 11234
O(n) 114]19]16
zpét. diference || - | 3 |5 |7

Tabulka 6: Pocet operaci - Vieteho algoritmus

n 1 2 3
Osn(n) || 242 | 8+2 | 1442
Opp(n) || 442 | 10+2 | 16+2

Tabulka 7: Pocet operaci - Descartiv algoritmus (podle vzorce 20, 21 a 22)

Descartes Pouzijeme stejny systém vypoctu poctu operaci jako u Kusanského algoritmu.
Vzorce pro sloZitost algoritmu z tabulky €. 7:

Osp(n) =6(n—1)4+2+2=06n—2

Ohh(n):ﬁ(n—1)+4+2=6n

Snell  Spodni hranice intervalu zavisi na Archimédové spodni hranici odhadu 7 s vyuZitim n-
a 2n-dhelnika (2 (5% 14+ 3) = 10 + 6) a pro kazdou dals{ iteraci staci spocitat o jednicku vyssi
mocninu 2'n-thelniku (5(n — 1) + 16 = 5n + 11). Samotna Snelliho nerovnost 21 pro vypocet
T pfidava tii operace, a proto Oy, = 5n + 14. Hornf hranice intervalu zavisi na Archimédové
spodni a horni hranici odhadu = s vyuzitim n-tuhelnika (5n + 3 + 6n + 3 = 11n + 6). Samotna
Snelliho nerovnost 20 pridava tfi operace, a proto Oy, = 11n + 9.

Gregory Opét je stejny systém vypoctu sloZitosti jako u Descartova a Kusanského algoritmu.
Vzorce pro slozitost algoritmu z tabulky €. 8:

n 1 2 3
Ogsp(n) || 242 | 8+2 1442
Opp(n) || 642 | 12+2 | 18+2

Tabulka 8: Pocet operaci - Gregoryho algoritmus (podle vzorce 23, 24 a 25)

Osp(n) =6(n—1)+24+2=06n—2

Ohh(n) = 6n

n 1 ]2 3
O(n) || 6+1 | 13+1 | 20+1

Tabulka 9: Pocet operaci - Wallistv algoritmus

Wallis Z tabulky €. 9 plyne, Ze sloZitost algoritmu tvoii posloupnost:

O(n) = Tn.
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n 1123
On) || 1|47

Tabulka 10: Pocet operaci - Brounckerdv algoritmus

Brouncker Jako prvni iteraci je brana % a kazda dalsi zlomek (+§) Z tabulky €. 10 plyne, Ze

sloZitost algoritmu tvoii posloupnost:

O(n)=3n—-1)+1=3n-2.

n 1 2 3
O(n) || 4+1 | 9+1 | 14+1

Tabulka 11: Pocet operaci - Gregoryho-Leibniziv algoritmus

Gregory-Leibniz Z tabulky €. 11 plyne, Ze sloZitost algoritmu tvofi posloupnost:

O(n) = 5n.
n 1 |2 |3 |4
O(n) 14 | 34 | 60 | 92
zpét. diference || - 20 | 26 | 32

Tabulka 12: PoCet operaci - Newtonuv 1. algoritmus
Newton 1 Z tabulky ¢. 12 plyne, Ze sloZitost algoritmu tvori posloupnost:
O(n) = 3n® + 11n.
Zpétnd diference z tabulky €. 12 davé posloupnost:

d(O(n)) = 6n + 8.

Newton 2 Druhy Newtoniiv algoritmus bohuZel k 0.54, nikoliv k . Pravdépodobné je v z4-
pisu pfipsaného z literatury chyba, a proto nemd smysl se zabyvat jeho vlastnostmi.

Sharp Ze vzorce 40 lze sestavit tabulku celkového poctu operaci v zavislosti na iteraci. Z

n 1 2 3
O(n) || 7+2 | 14+2 | 2142

Tabulka 13: Pocet operaci - Sharpdv algoritmus

tabulky C. 9 plyne, Ze slozitost algoritmu tvofi posloupnost:

O(n) =T+ 2.
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Euler Ze sumace ve vzorci 43 lze vydedukoval, Ze pro ¢ + 1 je potfeba provést dvé operace
ve zlomku (d€leni a umocniovani) a k tomu jesté pticteni hodnoty zlomku k doposud vypocitané
hodnoté (O(n) = 3n + b). Pro ziskdni samotného t je tfeba vysledek jesté odmocnit (b = 1).
Vzorec 1. algoritmu pro pocet operacich provedenych do n-té iterace je:

O(n) =3n+ 1.

U druhého algoritmu se ve zlomku vyskytuji étyfi operace plus pficteni zZlomku (O(n) = 5n+b).
Samotné r se ziskd odmocnénim a vyndsobenim dvéma (b = 2). Vzorec druhého algoritmu pro
pocet operaci je:

O(n) =5n+ 2.

Ve zlomku tfetiho algoritmu jsou opét Ctyii operace a nasledné osamoceni 7 si vyzada dalsi dvé
operace, proto vzorec tretitho algoritmu pro pocet operacich je:

O(n) =5n+ 2.

Legendry Stejny systém vypoctu poctu operaci jako u Kusanského algoritmu. Vzorce pro

n 1 2 3
Oan(n) | 942 | 18+2 | 27+2
Opp(n) || 742 | 16+2 | 25+2

Tabulka 14: Pocet operaci - Legendryho algoritmus (podle vzorce 48-51)

sloZitost algoritmu z tabulky ¢. 14:
Osh (n) =9n + 2

Ohh(n) =9n
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algoritmus H zavislost poétu operaci O(n) ‘ zpétna diference
Archimediv (s./h.) || bn+3/6n+ 3 5/6
Ptolemaitv on + 3 5
Kuséanského (s./h.) || 4n/4n + 2 4/4
Vigteho n? on —1
Descartesiv (s./h.) || 6n —2/6n 6/6
Gregoryho (s./ h.) 6n —2/6n+2 6/6
Snellav (s. / h.) Sn+14/11n+9 5/11
Wallistiv ™ 7
Brounckeruv 3n—1 3
Gregorho-Leibniziv || 5n 5
Newtoniiv 1 3n? + 11n 6n + 8
Sharp ™+ 2 7
Euler 1 3n+1 3
Euler 2 on + 2 5
Euler 3 o5n + 2 5
Legendryho (s./h.) || 9n+2/9n 9/9

Tabulka 15: Pocet operaci v zavislosti na iteraci v jednotlivych algoritmech

algoritmus H efektivita algoritmu »
Archimediv (s./h.) || 2,38/35,8
Ptolemaitv 2.38
Kusanského (s. / h.) 10,6/1,71
Vieteho 2,59
Descartesiv (s. / h.) 35,8/3,19
Gregoryho (s./h.) 35,8/118
Snelliv (s. / h.) 0,998/0,825
Wallisuv >40,4
Brounckeruv 32,2
Gregorho-Leibniziv || >86,3
Newtontv 1 6,54

Sharp 4,23

Euler 1 >55,9
Euler 2 >80,6

Euler 3 3,82
Legendry (s. / h.) 211/3,14

Tabulka 16: Srovnan{ efektivity algoritmi podle 2
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5 ZAVER

V préci jsem nahlédl do historického prifezu jednotlivych algoritmi a jinych zptisobli vypoctu
. Sledoval jsem jejich vyvoj. Kazdy algoritmus jsem zhodnotil z nékolika pohledu, jak moc
rychle konverguje k m a jak moc je sloZity v poctu operaci. Ddle jsem zavedl vlastni veli¢inu
1, kterd tyto dvé vlastnosti spojuje. Déle jsem uvedl, jak se m pocitalo na prvnich pocitacich
od konce Ctyficdtych do poloviny Sedesatych let 20. stoleti. K tomu jsem pridal metodu Monte
Carlo, kter4 sice k vypoctu © primarné nikdy neslouzila'*, ale je to jeden ze zplisobd, jak T
pocitat v dnes$ni dobé s pouZitim pocitaca.

Z pohledu rychlosti, s jakou algoritmus konvergoval k =, byl nejlepsi Legrengyho algoritmus,
kdy uZ po &tvrté iteraci se lisila spodni hranice intervalu o méné jak 5 - 107!, Druhym o néco
pomalej$im algoritmem algoritmem, ale vyrazné rychlej$im nez zbytek algoritmt, byl Snelliv
algoritmus. Problém s porovnidnim algoritmii podle miry konvergence byl, Ze pocitace maji
zaokrouhlovaci chybu na 16. desetinném mist&, a proto jsem se pies hranici 2 - 10716 vétsinou
nedostal.

Brounckertv a prvni Eulertiv algoritmus byl nejlepsi z pohledu poctu operacich, protoze s kaz-
dou iteraci vzroste pocet operaci o 3. U vSech algoritmi byla zavislost na poctu operaci linedrni,
az na Vietiv a Newtoniv algoritmus, kde byla exponencidlni. Nedostatkem tohoto porovnavan{
je, Ze se predpokladd, ze kazd4 operace je stejné narocnd, jak z pohledu poctére, tak z pohledu
procesoru v pocitaci.

Z hlediska mnou vytvorené veliCiny P je nejlepSi Snellovo vylepSeni Archimédovy metody,
a to v obou smérech, a horni hranice intervalu Kusanského algoritmu (tabulka 16). Oba al-
goritmy zkombinovaly rychlost, se kterou se blizi k n, a nizkou ndro¢nost na pocet operaci.
Tésné za nimi byl Vietiv nekonecny soucin a Archimedova metoda pro spodni hranici inter-
valu. Nejhtife v tomto porovnavani dopadl Wallistiv nekonecny soucin, Gregoryho-Leibnizova
fada a prvni dvé Eulerovy rady. Protoze jejich mira konvergence klesd s poctem operaci velmi
pomalu, je nalezeni jejich hodnoty ™ velmi ¢asové a vypocetné naroCné, a proto jsem zjistil
jen hodnotu, o které vim, Ze je urcité nizsi nez jejich skutecnd hodnota ». I tak ndm to staci
pro urceni, Ze se jednd o nejhorsi porovnavané algoritmy spolu se spodni hranici Legendryho

algoritmu, kde jsem hodnotu 2 sice nasli, ale byla velmi vysoka.

Jak jiz bylo zmin€no, » je nastroj vhodny k porovnavani algoritmil z pohledu celkové efekti-
vity. Ale musime vzit na védomi, Ze je to jen jeden z mnoha ndstroji a kazdy si mize vytvorit
svidj vlastni. Jedno z hlavnich kritérif je, jestli ddme stejnou véhu rychlosti konvergence a po-
¢tu potfebnych operaci k vypoctu jedné iterace nebo jedno z kritérii upfednostnime. V mnou
uvedeném piipadé maji oba parametry stejnou vahu. Nedostatek v tomto zptisobu srovnavani
muiZeme videt, jestliZze budeme mit 2 algoritmy a jeden ze zacatku bude konvergovat hiife nez
druhy, ale po ur¢itém poctu operacich se to otoci a s jeSté¢ vétSim rozdilem bude konvergo-
vat prvni 1épe. Nastroj vyhodnoti 1épe druhy algoritmus, protoZe na zacatku kvuli vyssi miie
konvergence naskakovaly veétsi pfirtstky od n.

14V té dobé existovaly mnohem lepsi algoritmy.
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Mnou prezentovany matematicky néstroj se v praxi hodi zejména v infotmatice nejen pro poro-
rovnani algoritmi na vypocet priblizné hodnoty T, ale i k vybéru vhodného algoritmu k nalezen{
priblizné hodnoty jakékoliv jiné konstanty.

MozZnost pokracovani vidim pravé ve vyzkousSeni mnou definovaného matematického nastroje
na algoritmech k vypoctim jinych konstant.
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PRILOHA A: MIRA KONVERGENCE

Mira konvergence jednotlivych algoritmu
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Obrazek 27: Graf miry konvergence popsanych s intervalovym vystupem (Cern.-sh, erv.-hh) ve vétsim méfitku
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Obrazek 28: Graf miry konvergence zbytku algoritmd popsanych v této praci ve vétsim méfitku
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Cislo iterace | Archimedes Descartes Kusansky Gregory

hr. intervalu | spodni horni spodni horni spodni horni spodni horni

1 3,13e-1 8,58e-1 3,13e-1 8,58e-1 3,13e-1 8,58e-1 1,14e+0 | 8,58e-1
2 8,01e-2 1,72e-1 8,01e-2 1,72e-1 8,01e-2 1,72e-1 3,13e-1 1,72e-1
3 2,0le-2 | 4,10e-2 | 2,0le-2 | 4,10e-2 | 2,0le-2 | 4,10e-2 | 8,0le-2 | 4,10e-2
4 5,04e-3 1,01e-2 | 5,04e-3 1,01e-2 | 5,04e-3 1,0le-2 | 2,0le-2 1,01e-2
5 1,26e-3 2,53e-3 1,26e-3 2,53e-3 1,26e-3 2,53e-3 5,04e-3 | 2,53e-3
6 3,15¢-4 | 6,31e-4 | 3,15e-4 | 6,3le-4 | 3,15¢-4 | 6,31e-4 1,26e-3 | 6,31e-4
7 7,89¢-5 1,58e-4 | 7,89e-5 1,58e-4 | 7,89e-5 1,58e-4 | 3,15e-4 1,58e-4
8 1,97e-5 3,94e-5 1,97e-5 3,94e-5 1,97e-5 3,94e-5 7,89e-5 3,94e-5
9 493e-6 | 9,86e-6 | 493e-6 | 9,86e-6 | 4,93e-6 | 9,86e-6 1,97e-5 | 9,86e-6
10 1,23e-6 | 2,46e-6 1,23e-6 | 2,46e-6 1,23e-6 | 2,46e-6 | 4,93e-6 | 2,46e-6
11 3,08e-7 | 6,16e-7 3,08e-7 6,16e-7 | 3,08¢-7 | 6,16e-7 1,23e-6 | 6,16e-7
12 7,70e-8 1,54e-7 | 7,70e-8 1,54e-7 | 7,70e-8 1,54e-7 3,08e-7 1,54e-7
13 1,93e-8 3,85¢e-8 1,93e-8 3,85¢e-8 1,93e-8 | 3,85e-8 | 7,70e-8 3,85e-8
14 481e-9 | 9,63e-9 | 4,81e9 | 9,63¢9 | 481e-9 | 9,63e-9 1,93e-8 | 9,63¢-9
15 1,20e-9 | 2,41e-9 1,20e-9 | 2,41e-9 1,20e-9 | 2,41e-9 | 481e-9 | 2,41e-9
16 3,01e-10 | 6,02e-10 | 3,01e-10 | 6,02e-10 | 3,01e-10 | 6,02e-10 | 1,20e-9 | 6,02e-10
17 7,52e-11 | 1,50e-10 | 7,52e-11 | 1,50e-10 | 7,52e-11 | 1,50e-10 | 3,01e-10 | 1,50e-10
18 1,88e-11 | 3,76e-11 | 1,88e-11 | 3,76e-11 | 1,88e-11 | 3,76e-11 | 7,52e-11 | 3,76e-11
19 4,70e-12 | 9,40e-12 | 4,70e-12 | 9,40e-12 | 4,70e-12 | 9,40e-12 | 1,88e-11 | 9,40e-12
20 1,18e-12 | 2,35e-12 | 1,18e-12 | 2,35e-12 | 1,17e-12 | 2,35e-12 | 4,70e-12 | 2,35e-12
21 2,94e-13 | 5,88e-13 | 2,94e-13 | 5,87e-13 | 2,94e-13 | 5,88e-13 | 1,17e-12 | 5,88e-13
22 7,37e-14 | 1,47e-13 | 7,35e-14 | 1,47e-13 | 7,33e-14 | 1,47e-13 | 2,94e-13 | 1,47e-13
23 1,86e-14 | 3,68e-14 | 1,84e-14 | 3,67e-14 | 1,82e-14 | 3,68e-14 | 7,33e-14 | 3,68e-14
24 4,82e-15 | 9,30e-15 | 4,62e-15 | 9,15e-15 | 4,47e-15 | 9,30e-15 | 1,82e-14 | 9,30e-15
25 1,38e-15 | 2,42e-15 | 1,18e-15 | 2,26e-15 | 1,02e-15 | 2,42e-15 | 4,47e-15 | 2,42¢-15
26 5,19e-16 | 6,96e-16 | 3,20e-16 | 5,40e-16 | 1,64e-16 | 6,96e-16 | 1,02¢e-15 | 6,96e-16
27 3,04e-16 | 2,66e-16 | 1,05e-16 | 1,10e-16 | 5,07e-17 | 2,66e-16 | 1,64e-16 | 2,66e-16
28 2,50e-16 | 1,58e-16 | 5,15e-17 | 2,25e-18 | 1,05e-16 | 1,58e-16 | 5,07e-17 | 1,58e-16
29 2,37e-16 | 1,31e-16 | 3,81e-17 | 2,46e-17 | 1,18e-16 | 1,31e-16 | 1,05e-16 | 1,31e-16
30 2,33e-16 | 1,25e-16 | 3,47e-17 | 3,14e-17 | 1,21e-16 | 1,25e-16 | 1,18e-16 | 1,25¢-16

Tabulka 17: Mira konvergence (rozsifend verze)
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¢. iterace Snell Legendry Ptolem. | Viete Wallis Brounck.
hr. intervalu | spodni horni spodni horni spodni horni spodni horni

1 2,45¢e-3 7,74e-2 | 2,27e-1 8,58e-1 3,13e-1 1,14e+0 | 4,75e-01 | 8,58e-01
2 1,55e-4 | 3,96e-3 1,01e-3 4,61e-2 8,01e-2 3,13e-1 2,97e-01 | 4,75e-01
3 9,72e-6 2,37e-4 | 7,38¢e-9 8,76e-5 2,01e-2 8,0le-2 | 2,16e-01 | 3,25¢-01
4 6,08e-7 1,46e-5 4,98e-18 | 3,06e-10 | 5,04e-3 2,0le-2 1,69¢e-01 | 2,46e-01
5 3,80e-8 9,13e-7 4,80e-18 | 4,79e-18 | 1,26e-3 5,04e-3 1,39e-01 | 1,98e-01
6 2,37e-9 5,70e-8 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,15¢-4 1,26e-3 1,18e-01 | 1,66e-01
7 1,48e-10 | 3,56e-9 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 7,89e-5 3,15¢e-4 1,03e-01 | 1,42e-01
8 9,28e-12 | 2,23e-10 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,97e-5 7,89¢-5 9,10e-02 | 1,25e-01
9 5,80e-13 | 1,39e-11 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 4,93e-6 1,97e-5 8,16e-02 | 1,11e-01
10 3,65e-14 | 8,70e-13 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,23e-6 | 4,93e-6 | 7,39e-02 | 9,98¢e-02
11 2,50e-15 | 5,42e-14 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,08e-7 1,23e-6 | 6,75e-02 | 9,07e-02
12 3,74e-16 | 3,28e-15 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 7,70e-8 3,08e-7 6,22e-02 | 8,32e-02
13 2,41e-16 | 9,84e-17 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,93e-8 7,70e-8 5,76e-02 | 7,68e-02
14 2,33e-16 | 1,01e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 4,81e-9 1,93e-8 5,37e-02 | 7,13e-02
15 2,32e-16 | 1,13e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,20e-9 | 4,81e-9 5,03e-02 | 6,66e-02
16 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,01e-10 | 1,20e-9 | 4,72e-02 | 6,24e-02
17 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 7,52e-11 | 3,01e-10 | 4,46e-02 | 5,88e-02
18 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,88e-11 | 7,52e-11 | 4,22e-02 | 5,55e-02
19 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 4,70e-12 | 1,88e-11 | 4,00e-02 | 5,26e-02
20 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,18e-12 | 4,70e-12 | 3,81e-02 | 5,00e-02
21 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 2,94e-13 | 1,17e-12 | 3,63e-02 | 4,76e-02
22 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 7,38e-14 | 2,94e-13 | 3,47e-02 | 4,54e-02
23 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,87e-14 | 7,33e-14 | 3,32e-02 | 4,35¢-02
24 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 4,91e-15 | 1,82e-14 | 3,19e-02 | 4,16e-02
25 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 1,47e-15 | 4,47e-15 | 3,06e-02 | 4,00e-02
26 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 6,08e-16 | 1,02e-15 | 2,95e-02 | 3,84e-02
27 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,93e-16 | 1,64e-16 | 2,84e-02 | 3,70e-02
28 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,40e-16 | 5,07e-17 | 2,74e-02 | 3,57¢-02
29 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,26e-16 | 1,05e-16 | 2,65e-02 | 3,45e-02
30 2,32e-16 | 1,14e-16 | 4,80e-18 | 4,80e-18 | 3,23e-16 | 1,18e-16 | 2,56e-02 | 3,33e-02

o

Tabulka 18: Mira konvergence 2 (roz$ifend verze)
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¢C.iterace | Leibniz | Newton | Sharp Euler Euler 2 | Euler 3

1 8,58e-01 | 1,42e-1 3,23e-1 6,92e-01 | 3,13e-01 | 3,23e-01
2 4,75¢-01 | 1,66e-2 | 6,24e-2 | 4,03e-01 | 1,60e-01 | 1,42e-01
3 3,25e-01 | 2,53e-3 1,46e-2 | 2,84e-01 | 1,07e-01 | 7,30e-02
4 2,46e-01 | 4,38e-4 | 3,74e-3 | 2,19e-01 | 8,02e-02 | 4,59¢-02
5 1,98e-01 | 8,15e-5 1,01e-3 1,78e-01 | 6,41e-02 | 3,07e-02
6 1,66e-01 | 1,59¢-5 | 2,84e-4 | 1,50e-01 | 5,34e-02 | 2,23e-02
7 1,42e-01 | 3,23e-6 | 8,17e-5 1,30e-01 | 4,57e-02 | 1,67e-02
8 1,25e-01 | 6,71e-7 | 2,39e-5 1,14e-01 | 4,00e-02 | 1,31e-02
9 1,11e-01 | 1,42e-7 | 7,12e-6 | 1,02e-01 | 3,55e-02 | 1,05e-02
10 9,98e-02 | 3,07e-8 | 2,14e-6 | 9,22e-02 | 3,20e-02 | 8,62e-03
11 9,07¢-02 | 6,71e-9 | 6,51e-7 | 8,41e-02 | 2,91e-02 | 7,17e-03
12 8,32e-02 | 1,48e-9 1,99e-7 | 7,73e-02 | 2,66e-02 | 6,09¢-03
13 7,68e-02 | 3,31e-10 | 6,14e-8 | 7,15e-02 | 2,46e-02 | 5,21e-03
14 7,13e-02 | 7,45e-11 | 1,90e-8 | 6,65e-02 | 2,28e-02 | 4,53e-03
15 6,66e-02 | 1,69e-11 | 5,93e-9 | 6,22e-02 | 2,13e-02 | 3,96e-03
16 6,24e-02 | 3,84e-12 | 1,86e-9 | 5,84e-02 | 2,00e-02 | 3,50e-03
17 5,88e-02 | 8,80e-13 | 5,83e-10 | 5,50e-02 | 1,88e-02 | 3,11e-03
18 5,55e-02 | 2,03e-13 | 1,84e-10 | 5,20e-02 | 1,77e-02 | 2,79e-03
19 5,26e-02 | 4,67e-14 | 5,80e-11 | 4,93e-02 | 1,68e-02 | 2,51e-03
20 5,00e-02 | 1,08e-14 | 1,84e-11 | 4,69e-02 | 1,60e-02 | 2,27e-03
21 4,76e-02 | 2,42e-15 | 5,84e-12 | 4,47e-02 | 1,52e-02 | 2,06e-03
22 4,54e-02 | 4,77e-16 | 1,86e-12 | 4,27¢-02 | 1,45e-02 | 1,88e-03
23 4,35e-02 | 2,37e-17 | 5,93e-13 | 4,09¢-02 | 1,39e-02 | 1,73e-03
24 4,16e-02 | 8,25e-17 | 1,90e-13 | 3,92e-02 | 1,33e-02 | 1,59-03
25 4,00e-02 | 1,07e-16 | 6,06e-14 | 3,77e-02 | 1,28e-02 | 1,47e-03
26 3,84e-02 | 1,13e-16 | 1,95e-14 | 3,62e-02 | 1,23e-02 | 1,36e-03
27 3,70e-02 | 1,15e-16 | 6,19¢e-15 | 3,49¢-02 | 1,18e-02 | 1,26e-03
28 3,57e-02 | 1,15e-16 | 2,07e-15 | 3,37e-02 | 1,14e-02 | 1,17e-03
29 3,45e-02 | 1,15e-16 | 5,87e-16 | 3,25e¢-02 | 1,10e-02 | 1,10e-03
30 3,33e-02 | 1,15e-16 | 2,68e-16 | 3,15e-02 | 1,06e-02 | 1,03e-03

Tabulka 19: Mira konvergence 3 (rozsifena verze)
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