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Anotace

Prace se zabyva algoritmickym reSenim ulohy z teorie her s kone¢nym poctem reSeni.
Vénuje se navrhu samotnych algoritmti, dokazovani jejich spravnosti, analyze jejich
asymptotické sloZitosti a testovani vysledkd. Hlavnim cilem je vytvorit alespon dva

algoritmy reSici dany problém v polynomialnim case.
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Annotation

The thesis deals with algorithmic solving of a task from the game theory with a finite
count of solutions. The thesis proposes these algorithms, proves their correctness,
analyzes their asymptotic complexity and tests the results. The primary goal is to

create at least two such algorithms solving the given problem in polynomial time.
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1. Uvod

Prvni Cast prace se zabyvd feSenim ulohy z teorie her, konkrétni zadani:
https://fiks.fit.cvut.cz/files/tasks/season4 /round2 /teleportace.pdf. Uloha nabizi
rizné postupy a zpuasoby feSeni. V ramci prace jsou navrzeny dva takové algoritmy,
které maji polynomialni asymptotickou sloZitost. V ramci prace je jejich asymptoticka

sloZitost a funk¢nost dopodrobna analyzovana a dokazana.

Pro srovnani je navrZzeno a naimplementovdno jeSté jedno reSeni, které ma

asymptotickou ¢asovou slozitost nepolynomialni.

V druhé ¢asti jsou pak rozebirany zplsoby reSeni problémi z teorie her s velmi
vysokymi pocty reSeni a reSeni heuristicka.

1.1 Teorie her

Pod pojmem “Teorie her” rozumime oblast probléml spadajici pod aplikovanou
matematiku. Zabyva se situacemi, ve kterych hraci (hraci mohou byt napft. i obchodni
spolecnosti souperici mezi sebou o prizen klient) délaji rozhodnuti. Jejich rozhodnuti
je pak dovedou bud k néjaké odméné, nebo k néjakému trestu. Hraci se pii hre
vzajemné ovliviuji.

Zakladni dvé rozdéleni jsou na cooperative (spolupracujici) a non-cooperative

(nespolupracujici).

@® Cooperative:
O hraci spolupracuji na dosazeni spole¢ného cile,
O benefity, vyplyvajici z dosaZeného cile se pak mezi sebou snazi rozdélit
umeérné k zasluham na jeho dosaZeni,
o0 optimalnim rozdélenim vysledk této spolecné snahy je tzv. Shapleyova
hodnota.
® Non-cooperative:
0 v takovych hrach hraci nespolupracuji, naopak mezi sebou vzajemné
soutézi,
o vSichni hradi hraji tak, aby ziskali ze hry co nejvice. Vysledkem hrani
takové pfimo dominantni strategie je Nash equilibrium, to vyjadiuje stav

hry po tom, co se oba hraci snaZi ziskat co nejvice pro sebe,



© znamym prikladem je tzv. Véznovo dilema, ukaZeme si priklad
jednokolové hry dvou hracu.

B Dva zlocinci jsou chyceni a zatCeni. Policie ma dostatek dtikaz,
aby je oba uvéznila na dva roky. Pokud by ale jeden z nich
spolupracoval, ziska tak svobodu a jeho komplic dostane 10 let.
Pokud ovsem budou spolupracovat oba, kazdy z nich bude zat¢en
na Sest let.

B Pojmenujme vézné Adam a Bob a podivejme se na obrazek 1.

Bob miéi. Bob miuvi.
Adam miléi. | Oba odsoudi na 2 roky. Adam dostane 10 let, Bob bude volny.

Adam mluvi. | Adam bude volny, Bob dostane 10 let. | Oba odsoudi na & let.

Obrazek 1 - Vézrovo dilema

ProtoZe se nemohou domluvit, a oba chtéji mit co nejmensi moZny trest, oba budou
spolupracovat s polici. To je sice dovede k vétSimu trestu, nez kdyby nespolupracoval

ani jeden, ale to nemohou védét.

® V nekooperativnich hrach se tedy kazdy hrac snazi ziskat co nejlepsi situaci, i

kdyZ to mize vést k vySe zminénému paradoxu.

Vyuziti teorie her nachazime v Sirokém mnoZstvi socialnich véd, pocitacovych véd
a dalSich. V ramci teorie her se analyzuje Siroké spektrum konfliktnich rozhodovacich
situaci. Takové situace mohou nastat vSude, kde dochazi k néjakému stiretu zajmu. Tyto
situace se pak snaZime analyzovat a nalézt co nejlepsi strategie a konkrétni reSeni pro
jejich ucastniky.

Tyto situace a ulohy se daji simulovat a reSit pomoci algoritmd, diky riznym

rozhodnutim pak vznikaji herni stromy.

1.1.1 Herni strom
Herni strom je orientovany graf, kde uzly reprezentuji pozice a hrany jsou tahy, které
na tyto pozice vedly. Podivejme se napfiklad na piSkvorky na hristi 3 x 3, na zac¢atku

mame prazdné hristé a mizeme zahrat celkem 9 tahda.
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Obrdzek 2 - prvni tiroveri herniho stromu

Jak je vidét, kazdy tah vede k nové pozici. Pro vSechny nové pozice je pocatecni stav
hry, tedy prazdné hristé, jejich rodic¢ a nové pozice jsou jeho déti. Takové hry, které se
jiz dale v ramci stromu nevétvi (i takové, které se vétvit miizou, jen nemaji vétveni jesté
propoctené) se pak nazyvaji listy. Pomoci takového stromu lze vytvorit a projit vSechny
mozné herni situace. V tomto pripadé by slozitost herniho stromu byla tolik, kolik je
faktorial hernich poli, v tom ptipadé tedy (3 * 3)! = 362 880. Ukazeme si vétveni pro

jednu z moznych her na obrazku 3.

Obrazek 3 - jedno z moZnych vétveni herniho stromu

1.2 Algoritmus
Algoritmus je schématicky postup pro feseni urcitého druhu problémi. Je provadén

pomoci kone¢ného poctu presné definovanych instrukci.



1.2.1 Vlastnosti algoritmu
® Konecnost
o Kazdy algoritmus musi mit kone¢ny pocet stavi.
0 Musi byt konec¢ny v zavislosti na potiebné pameéti.
® Obecnost
o Algoritmus netesi konkrétni problémy
B Napr. neresi kolik je konkrétni vysledek vypoctu vyrazu 3 * 7, ale
fesi vypocteni obecné soucinu dvou ¢isel.
® Vystup
o Algoritmus ma vzdy néjaky vystup.
@ Uplnost

o Algoritmus musi popsat vSechny stavy, které mohou nastat.

1.3 Asymptoticka sloZitost
Jedna se o priblizné slozitosti algoritmi, obecné zacinaji platit az od urcité velikosti

vstupt. K jejimu zapisu se uziva niZe popsana Landauova notace.

Diky sloZitostem se daji algoritmy snadno srovnavat s ohledem na jejich efektivitu
v zavislosti na velikosti vstupnich 0dajii, které dostavaji ke zpracovani. Podle poctu
krokii potiebnych k vypocteni vysledku v zavislosti na velikosti vstupu se pak podle
jejich slozitosti algoritmy déli do casovych slozitostnich trid. Pro vypocteni této
asymptotické slozitosti zalezi pouze na Skalovani s ohledem na velikost vstupu,

vSechny multiplikativni konstanty je pak tedy mozné zanedbat

@® Napr. algoritmus, ktery pro kazdy jeden prvek na vstupu udéla 100 operaci by
mél asymptotickou ¢asovou slozitost O (100 * N). Algoritmus, ktery pro kazdy
jeden prvek na vstupu udéld 1 operaci, ma asymptotickou ¢asovou sloZitost
O (N). VSechny multiplikativni konstanty nemaji z hlediska téchto
asymptotickych slozitosti vyznam, proto spadaji oba algoritmy do stejné tridy
asymptotickych slozitosti a budou mit tedy asymptotickou €asovou sloZitost
stejnou, konkrétné O (N).

1.3.1 Landauova notace
Jinak nazyvana “Big O notation” je zplsob zapisu asymptotickych slozitosti. Jde
o matematickou notaci vyjadtujici chovani funkce, kdyz se jeji argument bliZ{ urcité

hodnoté nebo nekonec¢nu.
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1.3.2

Zakladni tiridy asymptotické slozitosti
Konstantni - O (1)
o Algoritmu s takovou sloZitosti nezalezi na velikosti vstupu, napt. bude
potiebovat stejny pocet kroki pro vstup o velikost 100 i o velikosti 1000
o0 Napfr. Casova slozitost hledani prvku v poli dle jeho indexu
Logaritmicka - O (log N)
o Algoritmus potrebuje k dokonceni asi tolik krokd, kolik je logaritmus
velikosti jeho vstupu.
O Napfr. Casova slozitost binarniho vyhledavani
Linearni - O (N)
O Je tireba asi tolik krokd, jak je vstup velky.
0 Jednoduchym prikladem je algoritmus, ktery v jednom cyklu prochazi
vstupy
Linearitmeticka - O (N * log N)
o0 Pocet krokl odpovida poctu prvki krat logaritmus tohoto poctu
o0 Napfr. asova slozitost Merge sort a dalsi radici algoritmy
Kvadraticka - O (N?)
0 Jedna z jiz horsich slozitosti, pocet krokid odpovida velikosti vstupu na
druhou
o0 Napr. pamétova sloZitost pti reprezentaci grafu matici
Exponenciélni - 0 (2V)
o0 Velmi velka sloZitost
O Napfr. ¢asova slozitost problém obchodniho cestujiciho reSeného pomoci
dynamického programovanim
Faktorialova - O (N!)
o0 Extrémni sloZitost

O napf. ¢asova slozitost problému obchodniho cestujiciho hrubou silou

11



0(log n)

Obrdzek 4 - srovndni casovych sloZitosti

14 PxNP

Tento problém tzce souvisi s asymptotickymi sloZitostmi a jelikoZ se v rdmci prace

navrhuji reSeni s polynomialni ¢asovou sloZitosti, tak i s touto praci.

1.4.1 P problémy
Jedna se o problémy, jejichZ slozitost reSeni je pri nejhorSim polynom. Exponenty

v polynomech jsou vZdy kladna cela ¢isla nebo nula, nikdy jimi nebude proménna.
Prikladem problému s polynomidlni sloZitosti je algoritmus se slozitosti O (N> + N3)

1.4.2 NP problémy
Problémy, jejichZ sloZitost reSeni je vétSi nez polynomidlni. Takova sloZitost je
napiiklad exponencialni O (2V), faktoridlovd O (N!) apod. ReSeni NP problémi je

ovSem mozné v polynomialnim ¢ase zkontrolovat

1.4.3 P x NP srovnani

Zatimco u polynomidlni sloZitosti roste doba potiebna k dokonceni algoritmu relativné
prijatelné, u nepolynomidlnich sloZitosti tomu tak neni. Problémy v této tridé slozitosti
je prakticky nemoZné vyteSit pro vétsi vstupy. Proto se snazZime mit algoritmy s
maximalné polynomidlni slozitosti. Jestli je ale vidy mozné upravit algoritmy s
nepolynomidlni sloZitosti na algoritmy se sloZitosti polynomialni, nebo to moZné neni,

nebylo zatim nikym prokazano.
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2. Zadani ulohy

Uloha predstavuje hru, ve které se dva hrac¢i pohybuji po poli o velikosti N x M. Zaé¢inaji
v levém hornim rohu a mohou se pohybovat pouze dold, doprava, nebo dolti a doprava
zaroven. K dispozici maji omezeny pocet konkrétnich pohybti, které mohou pouzivat
opakované. Hraci se pohybuji spole¢né, stoji tedy pokazdé oba na stejném misté. Pri
tomto spolecném piremist'ovani se stfidaji vtom, kdo je na radé s tahem, tedy vybranim
jednoho z pohybt, o ktery se na herni ploSe piremisti. Ten hrac, pti jehoz tahu uz
nezbyde jina moZnost, nez vystoupit z vySe zminéného herniho pole pak prohrava.
NaSim cilem je ze vstupti vZdy urcit, ktery hrac¢ vyhraje (ten ktery zacing, nebo ten ktery

hraje jako druhy) a ktery prohraje, hraji-li oba optimalné.
Uloha se Fesi pro vstupy v presné definovaném rozmezi.

2.1 Vstupy

@® Velikost pole N x M
0 1<=N,M,<=400
© N vyjadruje Sifku pole (velikost na ose X)
© M vyjadruje vysku pole (velikost na ose Y)

® Pocet pohybti P
o K dispozici bude tolik riznych pohybi, kolik je tento vstup P. Tyto

pohyby je moZné neomezené opakovat.

0 1<=P<=20

® Celkem P konkrétnich pohybti ve formatu A B
0 0=<A,B<=500
© Alesporn jedna souradnice pohybu A, nebo B musi byt nenulova
o C(islo A vyjadfuje, o kolik se posuneme na ose X

o C(islo B vyjadiuje, o kolik se posuneme na ose Y
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3. Analyza ulohy

Protoze takova hra ma kone¢né mnozstvi reseni, mtizeme tedy ze znamych vstupi urcit
a vypocitat, kdo bude jejim vitézem. Vime, Ze oba hraci voli idealn{ strategii a bude-li
mozné se zachovat tak, Ze jejich tahy povedou k jisté vyhte, udélaji to. Druhy hrac pak
prohraje pouze kvili tomu, Ze mu pohyby na téchto rozmérech htisté nedaly jinou

moznost, nikoliv kviili Spatné zvolené strategii.

Hru hraji pravé dva hraci, pro prehlednost je pojmenujeme, jako v originalnim zadani,

Martien (vZdy zacina) a Pepie.

Vlastnosti policek se musi urcovat od konce, protoZe tam uz hra¢lim zbyva pouze
moznost, jejiZ vysledek je ze zadani definovan (vykroceni ven). Diky tomu mliZeme
definovat dalSi policka a zpétné se dostat aZ na policko pocatecni. Podivame-li se na
mrizku, kterou nam hristé N x M vytvori a na pohyby, které jsme ziskali na vstupu a na
fakt, Ze hrac, ktery vykroc¢i z herniho pole ven, prohrdl, miZeme ihned urcit vSechna
policka, na kterych uZz neptijde nic, neZ prohrat. Jedna se o politka, ze kterych miize

hrac uz pouze vykrocit ven a prohrat. Na obrazku 5 je priklad s pohybem [1, 1].

Obrdzek 5 - proherni policka s pohybem [1, 1]
Na téchto polickach jiz tedy miize dany hrac¢ pouze vykrocit ven a prohrat, rikejme jim
tedy “proherni”. ProtoZe oba hrac¢i hraji optimalné a ten, ktery neprohraje,
pochopitelné vyhrava, je tedy cilem oba hract nechat soupeie prohrat. Soupere donuti
prohrat tak, Ze se s nim premisti na vySe popsané proherni policko, tam se zméni kdo
je na tahu a souper prohraje. UkaZme si nyni na stejném prikladu vSechna policka,
odkud mize (napt. Martien) vzdy jit na proherni pole, kde bude na tahu Pepie, a tim

padem vyhraje Martien:
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Obrdzek 6 - vyherni policka s pohybem [1, 1]
KdyZ se podivdme na zelené vybarvena policka, je jasné, Ze hra¢ na zeleném miize
zahrat néjaky tah a dostat tak hrace na policka cerveng, ktera jsou proherni. Policka, na

kterych je jista vyhra si tedy nazvéme “vyherni”.

Testovani, je-li policko vyherni, bude pomérné jednoduché, protoze to je kazdé policko,
ze kterého se da dostat na alespon jedno proherni. Proherni je pak policko tehdy, kdyz
se z néj neda dostat na jiné neZ vyherni (zahrat na vyherni nikdo nechce, protoze tam
se zméni kdo je na tahu a hrac, ktery zahral na vyherni, pak prohraje). Kdyz se
podivame na nas rozpracovany priklad, z pozice v levém horni rohu se da tahem [1, 1]

dostat pouze ne vyherni pozici. Tuto situaci tedy vyhraje Pepie.

Obrdzek 7 - kompletni hra s pohybem [1, 1] na hristi 5 x 3
Pomoci vySe popsanych pravidel pro odhalovani vyhernich a prohernich pozic pak
budeme tvorit algoritmy na vytvoreni tlohy.
3.1 Optimalizace
3.1.1 Zjednoduseni hiisté a pohybi
Pokud by byla vSechna ¢isla (rozméry hristé a jednotlivé souradnice vSech pohybti)
délitelna jednim cislem vétSim nez 1, mGzeme celou hru ponékud zjednodusit. Protoze

hra na htisti 4 x 4 s pohybem [2, 0] je vlastné stejna jako hra na poli 2 x 2 s pohybem
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[1, 0], mGzeme nalezenym spolecnym délitelem vSechna cisla vydélit a hrat tak na

mensSim hristi.

Obrazek 8 - optimalizace zmensenim hristé a pohybti
3.1.2 Odstranéni nepouzitelnych pohybii
Na zacatku hry se jesté vyplati projit vSechny pohyby a zjistit, jestli je viibec Ize nékdy
zahrat. Napfr. kdyz je hriSté 4 x 4 a jeden pohyb by byl [5, 0], je jasné Ze tento pohyb jiZ
ze zacatku hry nelze hrat. Takové pohyby mliZeme rovnou vyfiltrovat a odstranit.
Pokud by takovém filtrovani nezbyl zadny pohyb, je jasné Ze jsme méli jen takové

pohyby, které vedly hned z prvniho tahu ven a vyhral tedy Pepie.
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4. Reseni tlohy hrubou silou

Prvné rozebereme naivni neefektivni reSeni hrubou silou. Takové reseni sice bude na
vétsich vstupech nepouzitelné, ale pomize nam lépe pochopit tlohu a z tohoto resSeni

hrubou silou pak miizeme navrhnout dalsi optimalizace a vylepseni.

Re$enim bude algoritmus rekurzivné prochézejici herni pole do hloubky, ptjde
z levého horniho rohu a bude hrat stale prvni pohyb, dokud nevykroci z hristé ven. Pak
se zalne vracet zpét a popripadé zkoumat dal$i moZnosti. Hru resime tak, Ze

zkoumame, jestli vyhraje Mariten (vrati se True), nebo prohraje (vrati False).
Resenim tedy bude rekurzivni funkce s nasledujicimi parametry:

® X - souradnice testované pozice na ose X

Y - souradnice testované pozice na ose Y

Playground - rozméry hristé

Spells - seznam pohybi, ndzev tohoto parametru vychazi z ptivodniho zadani

@ Player - boolean, jejiz hodnota vyjadruje kdo je pravé na tahu

Na zacatku nacteme vstupy a zavolame vySe popsanou rekurzivni funkci. Tato funkce
nejprve zkontroluje, jestli je stale na hernim poli. Pokud nenf, vrati negaci parametru
Player (tim vyjadii, kdo byl v predchozim tahu na fadé a vykrocil tedy ven). Pokud je
stale na herni ploSe, pokusi se hrat dal. Z kazdé pozice, na kterou takto dojde, odehraje

vSechny ze vstupu ziskané pohyby a bude sledovat, jaké hodnoty se vraci.

KdyZ dojde k vykroceni z mapy, nebo by byl tah z jedné pozice na pozici proherni,
pokusime se odehrat z té pozice jesté dalsi tahy, zda nds nedovedou k né¢emu lepSimu.
Pokud v ramci prochazeni tahu bude alespon jeden na tah na pozici proherni, dalsi

zkoumani nema vyznam, protoZe z dané pozice je vyhra ocividna.
Tento algoritmus je hodné jednoduchy, problém je ovSem v jeho slozitosti.

4.1 Asymptoticka ¢asova slozitost

Casova slozitost tahového feSeni hrubou silou je nepolynomialni. MoZnosti na projiti

miizky o velikost N x M, budou-li pouze dva pohyby, a to o 1 dolli a 0 1 doprava je

(N +M)!

moznych celkem T
PRM

Konkrétné je sloZitost celkového algoritmu minimalné

0 (pmax(M)) K takové slozitosti by se doslo, pokud by se jeden zrozméri htisté

rovnal jedné, na druhém by pak bylo nutné pro kazdou z dosazitelnych pozic zahrat
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vSechny pohyby, a to v€etné pozic dosazitelnych vicekrat. V pripadé, kdy je druhy
rozmér vétsi neZ jedna, by pak sloZitost byla jeSté vétsi. Zde je pro predstavu nacrt, jak
by vypadala polovina v§ech moZnych reSeni, pokud bychom méli pole 3 x 3 a pohyby
[1, 0] a [0, 1]. Nacrtl jsem pouze situace, kde hra kon¢i pod osou Y, pod osou X by jich
pak bylo stejné mnoZstvi a dosli bychom k nim stejnym zplisobem, jelikoZ by stacilo

hristé pootocit 0 90°.

[ ] [ ]

Obrdzek 9 - herni moZnosti pri reSeni hrubou silou

4.2 Asymptoticka pamétova sloZitost
Protoze takto navrZeny algoritmus si nic do paméti neuklada (pouze nacita vstupy na

zacCatku), jeho pamétova slozitost je tedy konstantni O (1).
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5. ReSeni prohledavanim hristé do hloubky dynamickym
programovanim

Podivame-li se na rozbor tulohy, je jasné, Ze reSeni hrubou silou neni optimalni.
V predchozim reSeni se prochazi vSechny moZnosti a vysledky se vraci s ohledem na
to, kdo byl na tahu. Pokud napft. Martien z jednoho pole prohraje, je jasné, Ze stojic na
tomto poli by prohral i Pepie. Prochazet vSechny moznosti a stiidat tahy hraci tedy
nema vyznam, dulezité je sledovat vlastnosti poli (proherni/vyherni) bez ohledu na to,

kdo je na tahu. Ukazka, jak by z jednoho pole vyhral jednou Martien a podruhé Pepie.
Ukazka je na hristi 6 x 5 se tfremi pohyby [2, 0], [0, 2] a [0, 1] je na obrazku 10.

MT—Bo b

—r

[ P

4 2 b

| [N,
v

P

Obrdzek 10 - pro¢ pri klasifikaci poli nezdleZi na hrdcich

K ptvodni funkci tedy pridame jesté dal$i parametr, tim bude resultMap. Jedna se
o dvourozmérné pole N x M, do kterého budeme zapisovat stavy poli po tom, co je
zjistime. Naopak boolean, pomoci které jsme sledovali kdo je pravé na tahu, mizeme

odstranit.

Ve vySe zminéné vysledkové mapé bude vyherni pole znaCeno jako True a proherni

jako False.
Nejprve se opét podivame, jestli je testovana pozice stale na hernim poli.
® Pokud neni, vratime True (vystoupeni z pole ven znamend pro toho, kdo zde

stoji a je na tahu vyhru, tim padem lze v tomto piipadé brat jako vyherni).
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@® Pokud je a jiz bylo navstiveno, pouze vratime tu hodnotu, kterou mame
uloZenou v nasi vysledkové mapé.
@® Pokud je a navstiveno jesté nebylo, budeme jej tedy testovat.

0 Nejprve predpokladejme, Ze je proherni.

0 Budeme pro vSechny dostupné pohyby volat tuto rekurzivni funkci
a pokud se budeme moct dostat na alespon jednu proherni pozici, bude
testovana pozice vyherni. Pokud nenajdeme Zadnou proherni pozici, je
proherni i tato pozice jak jsme na zacatku predpokladali.

o Vysledek uloZime do vysledkové mapy a vratime ho, takZe s nim budou
moci pracovat predchozi volani rekurzivni funkce a zjistovat podle toho
spravné vysledky. Timto zplsobem se tedy budou vracet spravné
vysledky, vZdy zjiStované od pozic, kde se da jiZ pouze vystoupit a budou

se propagovat hristém zpét.

Fungovani algoritmu si ukaZeme na hristi 6 x 6 s pohyby [2, 0] a [0, 2], to by sice Slo dle

predchoziho popisu zjednodusit, takhle to bude prehlednéjsi.

' a
\

=5
VUV

Obrdzek 11 - reSent hry dynamickym programovdnim

Tuto hru by tedy vyhral Pepie, protoze Martien ho z prvniho pole miiZe poslat pouze

na vyherni pole.

5.1 Asymptoticka casova slozitost
VylepSenim zavedenim této tabulky pro pribézné ukladani hodnot poli se Casova

sloZitost velmi vyrazné sniZi. Pres kazdé pole prejdeme maximalné jednou a poli je
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N x M. Na kazdém poli pak mliZeme zahrat az P pohybt. Nejhorsi ¢asova slozitost bude
tedy presné takova, tedy O (N * M * P). Takova slozitost je polynomialni a pro hiisté,

jehoZ velikost je maximalné 400 x 400 s maximalné 20 pohyby bude velmi efektivni.

5.2 Asymptoticka pamétova slozitost

SniZeni asymptotické ¢asové slozitost s sebou ovSem nese zvySeni sloZitosti pamétové.
Aby bylo moZné prejit pres kazdé policko maximalné jednou, musime je ukladat do
paméti. Pro herni pole M x N musi mit taky M x N zdznami, pamétova asymptoticka
sloZitost toho algoritmu bude tedy stejna jako ta casovd, tedy O (N * M). Pri velikostech

vstuptli definovanych v zadani, je tato slozitost pomérné nizka.
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6. Reseni prohledavanim do $irky

Dals$i mozny zpusob reSeni je navrzen Uplné opacnym zptisobem nez predchozi dva
postupy. Zatimco feSeni hrubou silou i jeho dynamické vylepSeni prochazi hristé do
hloubky, a pak zpétné propaguje ziskané vysledky, tento zplisob na feseni plijde
opacné. Plijdeme odspoda (tj. od prohernich pozic na hranici hiisté) a ptijdeme do
$irky. Prohleddvanim hristé do Sifky je pak mysleno, Ze budeme vzdy predné hrat
vSechny pohyby ze vSech pozic a prozkoumavat tak hristé postupné, ne jako
v predchozich pripadech, kde jsme nejprve prozkoumavali jednu cestu azZ do jejiho

konce a podle toho, co nam rekla, jsme upravovali cestu, kterou $la.

Opét budeme pro lepsi efektivitu vyuzivat tabulku, do které budeme priibéZné ukladat

hodnoty poli.

Jak vime, kdyZ se z néjakého pole da pouze vykrocit ven, tak je proherni. Kdyz se
podivame na nase dostupné pohyby a rozméry hristé, miiZzeme ihned odhalit vSechny
takové pozice. Najdeme je pomoci “hrani¢nich pohybd”, tedy takovych pohybt, které
plijdou zahrat tam, kde uz Zzadné jiné. Podivame-li se nap¥iklad na pohyby [1, 1] a [4, 4],
je pomérné jasné, Ze mohou nastat takové situace, kde piijde prvni z pohybi zahrat a

druhy vSak nikoliv.

Hranic¢ni pohyby, které potrebujeme najit, se znaci tim, Ze maji posun alespon po jedné
ose mensi neZ vSechny pohyby ostatni. Hrani¢nich pohybti mize ale byt vice nez dva,
napriiklad vezméme situaci s pohyby [4, 0], [0, 4] a [1, 1]. Je jasné vidét, Ze i kdyZ prvni
dva pohyby maji posuny kazdé po jedné ose nejmensi, pohyb [1, 1] i tak ale pijde zahrat
tam, kde tyto dva ne. Funkce hledajici hrani¢ni pohyby bude rekurzivni a bude pohyby
hledat do té doby, dokud nebudou pohyby rozdéleny do dvou skupin. Bud’ budou mezi
hrani¢nimi, nebo budou oba jejich posuny vétsi nez oba posuny jednoho z pohybi,
ktery je mezi hrani¢nimi, a tudiZ nebudou pro tuto zénu nijak zajimavé. Ukazka,
Cervené jsou vyznacena pole, kde jiZ nejde nic zahrat. Zelené je pak vyznaceno, kde by
Sly jednotlivé hrani¢ni pohyby zahrat, a vedly by do pravého dolniho rohu. Pohyby [4,
0], [0, 4], [2, 2], [4, 1], [2, 5]
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Obrdzek 12 - prohernni zéna

Podivame-li se na ¢ervené vybarvena policka, je jasné Ze vytvari urcitou zénu, ze které
jiZ nelze hrat jinak neZ ven. Jsou tedy proherni. ProtoZe vime, Ze vyherni pole jsou
takova, ktera vedou na proherni, mizeme je z této zény ihned najit. Vezmeme odtud
vSechny naSe pohyby a zahrajeme je zpét (timto jdeme tedy do Sifky) a vSechna tato

pole miiZeme oznacit jako vyherni.

Situace nyni je ponékud komplikovanéjsi, protoZe vSechna proherni pole vedou pouze
na vyherni pole. Opét vytdhneme vSechny tahy do Sirky zpét, tentokrat z nové
objevenych vyhernich poli. Tyto tahy si zaznamename a budeme testovat, jestli jsou
proherni nebo vyherni. Testovani probéhne tak, Ze budeme nejprve opét predpokladat,
Ze jsou proherni. Pokud se piijde dostat na jedno jiné proherni, tohoto predpokladu se
vzdame a oznacime pole jako vyherni. Pole pak odstranime ze seznamu, ve kterém bylo
zaznamenané. Pokud se ovSem pljde dostat na takové pole, které jesté neni
klasifikovano a na Zadné proherni pole, nemiizeme aktualné testované pole rozhodné
hodnotit. Ponechame ho tedy v proménné, do které jsme si ho zaznamenali a jeho
hodnotu ve vysledkové mapé nebudeme nijak ménit, vratime se k nému v dalsf iteraci.
Pokud nebude moZné se dostat do ani jedné ze dvou popsanych situaci, pole je opravdu
proherni, a tak ho tedy i oznac¢ime. Timto zplsobem pak zjistime, vlastnosti vSech

potirebnych policek, v€etné toho pocatecniho a vratime spravny vysledek.

6.1 Asymptoticka casova sloZitost
Opét se slozitosti budou odvijet od vyuzité tabulky na pribézné zapisovani vysledkd,

kterd je velikosti N x M. Tentokrat ma jesté vyraznéjsi vliv, kolik pohybii mame
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k dispozici, protoZe pri hie do $ifky je hrajeme z klasifikovanych pozic ¢asto vSechny.
Casova asymptotickd sloZitost bude opét O (N * M *P). Algoritmus je tedy
polynomiondlni. Jeho primérnad casova slozitost bude ale vyrazné horsi, nez pri
dynamickém prochazeni do hloubky. Pri Sifeni do Sitky totiz klasifikujeme mnoho poli
i zbyteCné, protoZe v rdmci realné hry se na né nikdy neptlijde dostat. Prikladem je hra
10 x 10 s pohybem [0, 2]. V takové hre (bez optimalizaci) by dynamické prohledavani
do hloubky nikdy neslo na politka na lichych radcich (pocitaje pocatecni policko v
nultém sloupci a na nultém radku), zatimco toto Sifeni do $irky je Kklasifikuje. Jejich

klasifikace je jasné zbytecna, protoZe se na ni z pocatecni pozice nikdy neda dostat.

6.2 Asymptoticka pamétova sloZitost
Co se tyka paméti, situace je stejna jako u dynamického prohledavani do hloubky.
V paméti drZzime vysledkovou mapu hristé M x N, takova je tedy i tato pamétova

slozitost O (N * M).
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7. Srovnani algoritmii

7.1 Z hlediska Casové sloZitosti

Nejlepsije resit algoritmus dynamickym prochazenim do hloubky. Algoritmus hledajici
do sifky nabidl také ¢asové prijatelné reSeni, je také polynomialni, jen diky prochazeni
a klasifikovani i zbytecnych poli a ¢asto testovani vSech pohybi ze vSech pozic je horsi.
Reseni hrubou silou, které ani neni polynomialni, je pak vyrazné horsi. Prochazeni
vSech pozic vytvori extrémni mnoZstvi vicekrat hranych stejnych her a s témi

predchozimi se nemiiZe rovnat.

Pro porovnani toho, jak dlouho algoritmus opravdu trva, jsem nechal oba polynomialni
algoritmy fesit zadani s riznymi sloZitostmi vstupii a srovnaval, kolikrat byl algoritmus

prohledavajici do Sirky horsi:

Obrdzek 13 - srovndni polynomidlnich algoritmu

Celkové byl druhy algoritmus tedy horsi asi 146 krat, v priméru z primeéra asi 153
krat. Podivame-li se, jak rostou vstupy, tak rozdily ve slozitosti pili$ nerostou a ve dvou
ze Ctyl hodnot pak skoro odpovidaji celkovému priméru. Je z toho tedy vidét, Ze

algoritmy jsou opravdu ve stejné tridé sloZitosti, prestoze jeden je efektivné;si.

7.2 Z hlediska pamétové slozitosti
V tomto ohledu jsou oba polynomialni algoritmy v podstaté stejné, oba musi drzet
tabulku vysledki a od té se odviji i jejich pamétova sloZitost. Reseni hrubou silou je na

tom lépe, tato sloZitost je konstantni. Algoritmus ale nelze pouZit, jak bylo jizZ zminéno,
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na tézSich vstupech, ani tato konstantni sloZitost mu tedy neziska priliS mnoho

preferenci.

7.3 Z hlediska stability

Zde jsou vSechna feSeni stejna, jejich stabilita je 100%. VSechna reSeni byla testovana
proti referen¢nimu freSeni, které vyslo k tloze a vzidy dosahla stejnych vysledkd.
Konkrétné pro polynomidlni reSeni bylo pii hlavnim testovani provedeno celkem
2 000 000 testii opét na riizné slozitych hrach a vSechny skoncily tispésné. Pro resSeni
hrubou silou bylo tieba velikost vstuptli znacné omezit, konkrétné na htisté o velikost
maximalné 15 x 15, protoze i tak malé hiisté nabizi az 155 117 520 riiznych her pro

nejhorsi pripad. I zde byly vSechny testy tspésné, probéhlo jich 1 000 000.

VSechny tfi algoritmy tedy byly radné otestovany a testovanim uspéSné prosly.
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8. Rozbor resSeni problémii z teorie her

Tato Cast prace se vénuje rozboru feseni slozitych problémi z teorie her. U takovych
problémti jiZ nezname Zadné polynomialni feSeni problémi a musi se tedy, chceme-li

problémy vyftesit, pristoupit k jinym metodam.

8.1 Reseni problémii s velmi velkym poétem moznych FeSeni
Obrovské mnozstvi moznych her se objevi napiiklad v $achach, kde se mluvi az o 1012°
moznych hrach. [1] Pro predstavu, ve vesmiru se odhaduje celkem 108° atomd. [2] Je

tedy jasné, Ze Sachy hrubou silou Fesit neptijde.

Jeden z moznych postupi pro feSeni takovych her a napriklad vyse zminénych sachi
je prohledavani herniho stromu do pouze omezené hloubky a vyuziti minimax
algoritmu. Tento zplsob feSeni vytvori strom vétvici se do urcité hloubky a na
koncovych uzlech pak zhodnoti pozice (zptisobem neprochazejicim vSechny moZnosti
pak prihliZi, co nastane dal, jestli napriklad hned v dalSim tahu neprohraje apod.).
Zpétné si pak rodice téchto listli berou bud’ nejmensi, nebo nejvétsi z hodnot jejich déti.
To znamena, Ze pokud je na tahu hrac, pro néjz hleddme nejlepsi pozice, zahraje tu
nejlépe hodnocenou moZznost. Pokud je ovSem na tahu jeho souper, predpokladame, ze
chce vyhrat a zahraje nejlepSi moZnost pro sebe, tedy tu nejhorsi pro prvniho hrace. V
tu chvili tedy musime pro tento uzel stromu vybrat moZnost hodnocenou nejhire.
Timto zptsobem je pak algoritmus schopny rozhodnout, do které vétve herniho

stromu je pro néj nejvyhodnéjsi zahrat.

0
(max)r___f% .............

1 (min) 10 7
_______________ I N
2 (max)
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Obrdzek 14 - minimax
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optimalizovanym minimax algoritmem nedosdhneme dobrych vysledkl. Jednou
z téchto her je GO. Zde je sloZitost herniho stromu az 2 = 10171, [3] Z kaZdé pozice je
pak moZné vytvorit ohromné mnozstvi pozic jinych. Zde je treba prijit s jinym feSenim
a na fadu prichazi heuristika.

8.2 Heuristické reSeni problémii z teorie her

Heuristika uplatiiuje takové zplisoby feSeni, které sice nemaji 100% garanci
uspésnosti, za to jsou ale vypocetné vyrazné jednodussi. Vyuzivaji se, pokud je hledani
presného optima bud’ nemoZné, nebo az priliS sloZité. Takové herni strategie funguji

tak, Ze pracuji a odvozuji sva rozhodnuti z predchozich situaci, kterymi si prosly.

Za programem AlphaGo, ktery dokazal porazit nejlepsi svétové hrace ve hie GO, stoji
takovéto heuristické algoritmy. [4] Konkrétné se podivame na Monte Carlo Tree
Search, ktery dokaze s pouZzitim heuristickych metod prohledat herni strom ve stejném

Case do vétsi hloubky, neZ by bylo mozné prohledanim vSech moZnosti.

8.2.1 Monte Carlo Tree Search

Tento algoritmus prohledava herni strom ve ¢tytech opakujicich se krocich.

Uvazme, Ze prohledavame herni strom z bodu R. V tuto chvili zacneme jinak druhym
krokem, a to Expanzi. Zahrajeme vSechny tahy z bodu R. Nyni prijde na fadu dalsi krok,
ktery se jmenuje Simulace. Algoritmus nyni zahraje nahodné jednu hru ze vSech
expanzi objevenych déti. Poté co ziska vysledek, pristoupi k dalSimu kroku, kterym je
Aktualizace. Vysledek, ke kterému nahodnym hranim doSel, si pripiSe k testovanému
ditéti bodu R, a to tak, Ze k poctu her simulovanych z bodu pripocte jednu a
k vysledkiim simulovanych her ptipocte vysledek této hry (napt. 5/11 by znamenalo,

Ze z toho bodu bylo odehrano 11 her a v 5 z nich hrac rozhodujici se z pozice R vyhral).

Nyni vstoupi algoritmus do dalsi iterace a zacne tim, Ze si vybere jeden z list stromu s
prihlédnutim na to, ktery je nejslibnéjsi a na to, které body navstévoval jak Casto (tento
krok se nazyva Selekce). Po vybrani bodu provede Expanzi. Poté opét simulaci a poté
aktualizaci, tentokrat ale kromé bodu, ze kterého provedl expanzi, provede aktualizace

i jeho rodice, tedy bodu vybraného v selekci.

Timto zplisobem tedy algoritmus heuristicky urci, ktera herni cesta je nejslibnéjsi, aniz

by musel hrubou silou projit vSechny moZnosti.
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Podivejme se na priklad stromu, ktery Monte Carlo Search Tree tvori.

FPorenrial

THOVS

Obrdzek 15 - Monte Carlo Search Tree

Jak je vidét, vidy odehraje z listli praveé jednu hru a jeji vysledky pak zpétné propaguje

jejich rodi¢tim a rodi¢lim rodict atd.
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9. Zavér
Podarilo se kompletné analyzovat dlohu a rozebrat vSechny moZnosti, které mohou

nastat v ramci jejiho reSeni.

Vytvoril jsem algoritmy pro jeji reSeni, dva polynomialni a jeden nepolynomialni.
V ramci srovnani slozitosti téchto algoritmt vyplynulo, proc jsou pro feseni na vétsi
vstupy pouzitelné pouze ty dva polynomialni a naivni feSeni hrubou silou nema3 pftilis

velky vyznam.

Pri odhadovani sloZitosti jsem pak algoritmy analyzoval a popsal jejich Skalovani
v zavislosti na velikostech vstupi, a to z hlediska pamétového i ¢asového. Ohledné

stability jsem pak provedl fadu testd.

Pro testovani polynomidlnich algoritmii byly generovany vstupy ndhodné a v riznych
rozsazich. Generoval jsem hry, jejichZ velikost hristé byla az 100 x 100, takové hry pro

jejich jednoduchost tvotily az 40 % ze vSech testt.

Dal$ich 25 % testl tvoftily hry, jejichZ velikost htiSté byla az 200 x 200, stale tedy

relativné jednoduché hry.

S dalsi sadou testli, konkrétné se hristi az 300 x 300 jsem se jiz priblizil redlnému

zadani a nechal jsem opét probéhnout velké mnozstvi testl, tato sada tvorila 20 %.

Testli na realnych vstupech, tedy na htistich az 400 x 400 bylo 15 % ze vSech
provedenych testt, kvili jiZ vy$si Casové narocnosti.

Celkem mluvime o 2 000 000 testt pti hlavnim testovani, které prokazaly funkcnost a
stabilitu mych polynomialnach algoritmt. Tyto algoritmy na mensim poctu vstupt
(100 000) vzajemné porovnal. Nepolynomialni feSeni, jsem testoval na menSich
vstupech, konkrétné s hristém az 15 x 15. Zde jsem provedl celkem 1 000 000 testt
(coz je skoro tolik, kolik hris$té nabizi moznych rtiznych her) a i zde vSechny prosly.

Testovani vysledkil probihalo mezi algoritmy vzajemné a s referencnim feSenim tlohy.

V druhé ¢asti prace jsem pak rozebral feSeni problémd, kde je moznych reSeni tolik, Ze
ani pomoci optimalizaci nejdou v polynomialnim ¢ase projit vSechny. V ramci toho jsem

i vysvétlil, fungovani a pouZiti heuristiky, vcetné rozboru konkrétniho algoritmu.
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13. Seznam priloh

dynamic.py - algoritmus fe$ici tlohu pomoci dynamického programovani
breadthFirst.py - algoritmus resici ilohu prohledavanim do Sirky
bruteforce.py - algoritmus resici ilohu hrubou silou

checkResult.py - script pro ovéreni spravnosti vysledki
generateGraph.py - script pro generovani testovacich vstupi

reducer.py - knihovna pro optimalizaci a zjednoduseni vstupi tlohy
Teleportace.cpp - referencni reSeni ulohy

readme.pdf - navod k testovani algoritmi
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