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Anotace

Tato prace se zabyva vytvorenim modelu Schwarzschieldova reSeni obecné relativity
namapovanym na tfirozmérny euklidovsky prostor a zkoumanim drah téles v ném se
pohybujicich.

Abstract

This project deals with creating a model of the Schwarzschild solution of general
relativity mapped onto a three-dimensional Euclidean space and analysing the
trajectories of bodies moving within it.
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Uvod

V této praci jsem se zabyval prevedenim matematické rovnice na objekt, kterého je
mozno se dotknout, si na néj Sdhnout anebo tim, Ze je to model zakriveného
casoprostoru, pozorovat jak by se v ném pohybovali predméty jiné. (hlavné kulicky,
nebot’ ty maji diky své kulatosti vhodné vlastnosti k tomu, aby se mohli nécim/nékde
volné pohybovat/kutalet) ProtozZe vytvorit model zakiiveného ctyfdimenzionalniho
casoprostoru by bylo prakticky nemozné, je nutno se trochu uskromnit. Idealni se

v tomto pripadé zda byt obycejna 2D plocha, kterou néjaké lokalni naruseni prohne
do rozméru tretiho. (vlastné tady presprilis slozité popisuji vodni vir)



Prehled literatury
Moderni fyzika

Dnesni svét, tak jak ho chapeme a jak mu rozumime, popisuji dvé hlavni teorie. A to
teorie kvantova a obecné relativity. A¢, doufam prozatim, neslucitelné (nepocitam
néco jako Diracovu rovnici, ale opravdové sjednoceni, jako napft. u elektriny a
magnetismu), tak dohromady dokazi vysvétlit jak vznik fotonu pfti preskoku
elektronu do nizsi energetické hladiny, jeho nasledny priilet prostiedim, ohyb na
Stérbiné a kolem hmotného télesa, rudy posuv, kterému podléha pii cestovani
rozpinajicim se ¢asoprostorem, tak i jeho dopad na molekulu retinalu, ¢imz vyvola
zase fadu dal$ich procest, které tyto teorie (potazmo jejich ,zjednoduseni“ na chemii)

dokazi objasnit.

Je tedy vidét, Ze obecna teorie relativity a kvantova teorie maji obé bezesporu své
vysostné postaveni nejen ve fyzice, ale svou aplikaci i v jiZ zminéné chemii, tedy i

v biologii, a tedy vlastné uplné vSude. (snad aZ matematiku, ktera je jedina véda, co
plati Cisté a priori, a i proto se na nikoho neohlizi )

OTR

Obecna teorie relativity (Relativitatstheorie) je doposud jedina teorie gravitace, ktera
obstala vSem experimentlim a mnoho z jejich predpovédi bylo nakonec naméreno a
potvrzeno. Jako piiklad mohu uvést gravita¢ni cocky, staCeni pericenter, strhavani
Casoprostoru, ¢erné diry a nebo gravitacni viny. Pritom tim, Ze jde o geometrickou
teorii gravitace neni k jejimu pochopeni potieba znat slozité matematické operace a
dokonce si myslim, Ze by tomu do jisté miry rozumeéli i déti ve Skolce. (néco uplné
jiného je pak skute¢né Einsteinovy rovnice napocitat. O tom se 1ika, Ze se novinari
Eddingtona kdysi ptali, zdali je pravda, Ze s OTR umi pracovat jen tri lidé na planeté.
Jeho odpovéd’ byla: ,Ten prvni jsem ja, druhy je Einstein... a kdo je ten treti?“)

0¢ tedy vlastné jde? Cas a prostor nejsou dvé oddélené veli¢iny, kterém na sobé nijak
nezavisi, ale slévaji se v jedno. A to v Casoprostor. (dokonce se v OTR Casto prevadi
mezi metrem a sekundou, a tudiZ museji myt ten samy rozmér [c = 1 a tedy

1s = 299792458m]) Zaroven se také nepohybujeme v euklidovském svéte, ale nas
Casoprostor je pokiiveny hmotou, jeZ se v ném pohybuje po nejrovnéjsich moznych
drahach v Casoprostoru, ktery si tato hmota sama zakfrivila. (Asi nejznaméjsi je, Ze
souctem vnitinich Uhld trojuhelniku nemusime dojit k tthlu pfimému a Ze povrch
koule neni 4mr?)

Tato rovnost rozloZeni hmoty v ¢asoprostoru a jeho zakfivenim jsou asi nejlépe vidét
pfimo ze samotné rovnice.
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Rovnice 1 Einsteinova rovnice zaktiveni casoprostoru. Na levé strané je Einsteinliv tenzor a
kosmologicky clen. Na pravé strané je tenzor energie a hybnosti. V prekladu je na levé strané pouze
zakiiveni ¢asoprostoru, a to se rovna strané pravé, kde je pouze, co se kde zrovna nachazi.

Schwarzschildovo reseni OTR

VZdy je pékné si néco nového vyzkouset na jednoduchém pripadé. Zde to znamena, Ze
se budou Einsteinovy rovnice pocitat okolo sféricky symetrického télesa, v jehoZ okoli
se nic nenachazi a vysledek bude z pohledu vnéjsiho pozorovatele.

1
R* —=Rg*¥ =0
> Rg

Rovnice 2 Schwarzschildovo reseni Einsteinovych rovnic

Diky bohu se nejedna o 16 diferencialnich rovnic, ale jen o dvé klasické. (z 16 se diky
symetriim stalo jen deset, z téch je mnoho zcela trividlnich a jediné co zbude, jsou
Ctyri rovnice, kde jen dvé jsou na sobé nezavislé)

_ Cy _ 1
A(r)—cl+7 a B(r)—m

Rovnice 3 a 4 Cisté& pro zajimavost uvadim tyto dvé rovnice. Zde c12 jsou pouze integraéni konstanty,
2GM

které diky Newtonovské limité musi vyjitnaci=1ac2 = —

D4 se tedy napsat Schwarzschildova metrika v pomérné elegantnim tvaru:

T, dr?
ds? = —c? (1 - ﬁ) dt? + ——+r?dQ?
r 1 _ 9
T
2GM
dQO? = dB? + sin*0de? a 1, = =

Rovnice 4 Veli¢ina rg predstavuje Schwarzschildiv polomér. (Tento zapis je v polarnich a pokrivenych
soufadnicich. Proto se doslovné neshoduje s znAmym ds? = Xdx?) Déle je zde vidét, Ze zavorka je
vlastné A(r) z rovnice 3 a ve druhém clenu ve zlomku je B(r) z rovnice 4.



Metodika

Matematicka rovnice modelu

ProtoZe udélat model ¢tyrdimenzionalniho zakfiveného ¢asoprostoru v naSem
trirozmérném prostoru by bylo prakticky nemozné, je potfeba se trochu uskromnit.
Jako idedlni se zda byt 2D ,casoprostor” (bez ¢asu a jedné prostorové souradnice, aby
to bylo pravé 2D) namapovany na klasicky Es. (euklidovsky prostor) Toto
namapovani se déla pomoci diagramu vnoreni. Tam jde o to, Ze vSechny souradnice,
kterych se chceme zbavit zavedeme jako konstantni.

ds® = + r2d?

Rovnice 5 Toto je Schwarzschildova metrika pro konstantni t, a tedy dt? = 0 (prvni ¢len z rovnice 5
vypadne) a 8 = g (tedy z tfetiho ¢lenu vypadne d62 i sin?6 = 1 a zbyde pouze d¢?)

To by byla metrika Schwarzschildova, kterou uz jen staci sjednotit s obecnou
metrikou rotacni plochy. (také tim, Ze se mapuje na E3, tak budou platit krasné vzorce
jako Pythagorova véta)

ds? = dx? + dy? + dz*
Rovnice 6 Zde je z = f(x, y), a protoZe je vSe sféricky symetrické, tak dale jen f(r)
2
ds? =dr? +r2de? + d(f(r))” = dr? + r2de? + f2dr?
Rovnice 7 Prepisem do polarnich soutadnic se d4 krasné priblizit nasi zjednodusené Schwarzschildové
metrice. (to f's ¢arou v posledni ¢asti vzorce znazornuje derivaci, ktera podle kvality tiskdrny nemusi
byt dobfte Citelnd)
ds? = (1 + f2)dr? + r?de?
Rovnice 8 Posledni a findlni iprava rovnice pro rota¢ni plochu

Nyni uZ nezbyva nic jiného, neZ sjednotit rovnici 5 s rovnici 8. pti jejich porovnani je
vidét, Ze se lisi pouze Cleny prvni. Je tedy Zadouci, aby:

=1+f?
1-% 4
r

Rovnice 9 Tato diferencialni rovnice je tedy jediné, co je potreba vypocitat na stanoveni modelu onoho
zaktiveného Casoprostoru. (a to ackoli postrada Cas i jednu prostorovou slozku) Jednoduchou upravou
lze dostat vzorec:

Rovnice 10



Po integrovani a po nasledné substituci za ¢len r — r;nezbude nic jiného nez samotny

predpis pro f(r) z rovnice €islo 7. (resp. jiZ rovnice 6)

fr) = ’47‘9(1’ — 1)

Rovnice 11 Finalni rovnice diagramu vnoteni (namapovani) Schwarzschildova reseni Einsteinovy OTR
na Euklidiv prostor.

Pocitacovy model

Mnoho internetovych kalkula¢ek umoznuje zadat rovnici, naceZ zobrazi jeji graf.
Jednim z takovych programii je i Geogebra.org. V ni byl vytvoren nasledujici obrazek:

Obrazek 1Graf rovnice 11. Zde je krasné patrné, Ze toto zobrazeni funguje pouze pfi r vétsich, nez je
Schwarzschildiv polomér. (v principu je sice mozné mapovat i za Schwarzschildovym polomérem, ale
bud’ by bylo nutné takovouto geometrii porusit nékteré pomérné duilezité fyzikalni zdkony a nebo je
toto resSeni tak nestabilni, Ze jim neproleti ani foton, a proto se zde ni¢im takovym nebudu zabyvat)
Pro vytvoreni 3D modelu ale Geogebra nestaci. Nastésti vSak existuje internetovy
nastroj jeSté mocnéjsi, a to Wolfram|Alpha.com. Ten dokaZe grafy nejenom vytvaret,
ale také exportovat jak 3D model do mnoha formatt. (ja vyuzil typ .stl)

Pro jednoduchost jsem se rozhodl pouZit pro vypocet rg (vzorec v rovnici 4), které je
nutno dosadit do finalni rovnice ¢islo 11 hmotnost Slunce, jeZ ¢ini priblizné

1,988 435 x 1030 kilogramti. Schwarzschildiiv polomér pro takovouto hmotnost je asi
2 953,250 123 metri. (tedy skoro 3 kKilometry a pro srovnani rg pro zemi se pohybuje
okolo 8,87 milimetru. Na tak maly rozmér by se musela stlac¢it Zemékoule, aby se z ni
stala ¢ernd dira)

Tento soubor jsem pak nasledné upravit v programu Fusion 360, od spole¢nosti
Autodesk. Rozhodl jsem se pro zmenseni 1:100 000. (kazdy centimetr na mém
modelu by byl v realité jeden kilometr)
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Fyzicky model

Dle mého uvazeni jsem dospél k ndzoru, Ze nejpresnéjsi mozny vysledek dostanu,
vytisknu-li model na 3D tiskarné. Eliminuje se tim jakakoli lidska nedokonalost pri
manualni praci a docili se tak presné geometrie. (kterou jsme doted’ tak slozité
pocitali)

Upraveny, roziezany a zmenseny model jsem z Fusionu 360 nahral do PrusaSliceru.
(verze 2.5.2) Jako idedlni druh filamentu pro tisk takto velkych modeld mi vysel
material PLA. Vyrobce uvadji, Ze je vhodny jak pro malé detaily, tak prave i pro velké
modely. Jedina jeho velkad nevyhoda je mala teplotni odolnost, ale to ani v takovéto

aplikaci neni potieba.

Obrazek 2 Nahled na budouci vytisk v PrusaSliceru (piedpokladana doba tisku je 10 hodin)
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Vysledky a diskuse

Obrazek 3 Ctyti takovéto model daji dohromady celé ,hrdlo” ¢asoprostoru a nasledné &im vétsi je
vzdalenost od stfedu, tim mensi bude celkové zaktiveni

Vysledkem moji prace je, prozatim, model Casoprostoru zaktriveného sféricky
symetrickym télesem o hmotnosti naseho Slunce ve méritku 1:100 000. Sestava se ze
Ctyl samostatnych bloki, jezZ jsou az na barvu naprosto identické. V co nejblizsi dobé
bych se chtél zamérit na analyzu pohybu téles (kuli¢ek riiznych hmotnosti a velikosti)
v tomto modelu a postupné ho také zvétSovat. Z predbéznych matematickych vypocti
to vypada, Ze by se objektu pohybujicim se na takto zaktivené roviné opravdu stacelo
perihelium. (coZ je v souladu jak s OTR, tak s redlnym pozorovanim) Zatim jsem ale
pocital pouze pohyb bez tieni a odporu. Nedochazi tedy k Zddnym ztratam energie,
coz je v praxi nerealné. Je tedy nutné do mych vypoctid pravé toto tireni a odpor pridat.
Co je ale nejdiilezitéjsi, nepsat si jen rovnice o tom, jak by se priroda chovat méla, ale
opravdu namérit, jak se v mém modelu kulicky budou kutalet a podridit teorii realité.

v v

(nikoli naopak, tomu se totiz rika sci-fi a to do védy nepatfi)
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Obrazek 4 Zde jsou hrubé napocitané drahy objektd, jez by se bez tfeni a bez odporu pohybovali

v mém modelu. Vpravo nahofte je legenda. Diferencialni rovnice jsem pocital jako diferen¢ni schéma,
proto je u kazdého vypoctu uvedeno delta t a také jaka bylo pocatecni ,rychlost”. Na svétle modré
draze je vidét téleso, jez bylo prilis pomalé a tim padem bylo vtaZeno za horizont udalosti. Naopak
zluté téleso jen prosvistélo kolem. Zelené je néco mezi a krasné se pohupuje na orbité. (modra a
oranzova jsou jen rezidua z minulych vypoctl a presné kopiruji drahu zelenou)
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V4 A4
Zaver
Vytvoril jsem fyzicky model diagramu vnoreni pro Schwarzschildovo reSeni OTR.
Tento model je sloZen ze Ctyt totoZznych dil{i, nebot Schwarzschildovo reSeni je
sféricky symetrické. Proces vyroby modelu byl nasledujici. Zjistit rovnici pro diagram
vnoreni. Tuto rovnici nasledné zanést do grafu. Z grafu udélat 3D model. 3D model
nasledné upravit a vytisknout na 3D tiskarné. Prace na této praci ale nejsou zdaleka

u konce. Déle se planuji zamérit na analyzu drah pohybu objektd na tomto modelu
takeé zvétSovani celého modelu.
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