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Anotace:

Tato prace se zabyva rovnici, ktera popisuje Maxwelliiv zakon rozdéleni rychlosti ¢astic

idedlniho plynu. K jejimu studiu je pouZit matematicky software Derive 6. V praci se pak

ukazuje, jaké dileZité informace jsou v ni obsaZeny.
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1. Maxwelliv zakon

Je ptirozené, ze Castice idedlniho plynu v dasledku vzdjemnych srazek nabyvaji riznych
rychlosti. Tfebaze hodnoty né€kterych z nich mohou byt i extrémné vysoké a jinych naopak
extrémné nizké, nelisSi se vétSina z nich pfiliS od jist¢é hodnoty, kterou nazyvame
nejpravdépodobné;jsi rychlosti (vp). Pocet ¢astic n, které maji hodnotu rychlosti v intervalu v a

v + dv je dan Maxwellovym rozdéleni ve tvaru:

... pocet ¢astic idedlniho plynu
... hmotnost jedné ¢astice

.. Boltzmannova konstanta

... absolutni teplota

.. rychlost

SSxBZ

Nejprve si zobrazime graf funkce n = f(v) pro vodik, helium a oxid uhli¢ity. Do

tabulkového procesoru jsme dosadili jsme tyto hodnoty:

N =10°
k = 1,38-10% J/K (Boltzmannova konstanta)
T =500 K

m; = 2. 1,66.10% kg pro vodik
m, =4 .1,66.10%° kg pro helium
m3 = 44 . 1,66.10%° kg pro oxid uhligity

Je patrné, Ze graf €. 1 splituje nase o¢ekavani: prochazi pocatkem (nulovou rychlost nemiize
mit zadna castic), ma vyrazné maximum (nejpravdépodobnéjsi rychlost) a se vzrustajici
hodnotou rychlosti v se funkéni hodnoty postupné blizi nule (i velmi rychlych cCastic je v
souboru malo). Tvar kiivky je ovlivnén dv€ma parametry: hmotnosti Castice a teplotou.
ProtoZe energie jedné Castice je piimo Umérna pouze absolutni teploté, je zfejmé, Ze méné

hmotné castice se musi pohybovat rychleji a vice hmotné pomaleji. Méni-li se hmotnost
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Vv

Castice, tak se v souladu s tim posouva maximum kiivky. MlZeme ulinit zavér, Ze hmotng;si

Castice se svymi rychlostmi od sebe tolik nelisi jako ¢astice méné hmotné.
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Graf ¢. 1 Maxwelltv zékon pro rizné plyny

Na grafu €. 2 sestrojeném pro jeden milion molekul vodiku je na druhou stranu vidét, jak

N

tvar kiivky ovliviiuje teplota. V souladu s ocekavani se pii vzristu teploty maximum kiivky

posouva smérem doprava a celd kiivka je plossi. Castice studeného plynu se opét svymi

rychlostmi p#ilig neligi. Castice teplého plynu maji oproti tomu rychlosti velmi réiznorodé.
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Graf €. 2 Maxwelllv zdkon pro rizné teploty (CO,)

2. Analyza Maxwellova zakona rozdéleni ¢astic idealniho plynu

O spravnosti Maxwellova zdkona se muzeme nejlépe presvédCit tak, Ze urc¢ime plochu
omezenou grafem a osou x. Musi se totiz rovnat poctu ¢astic plynu, neboli jednomu milionu.

Vypocet provedeme urcitym integralem. Za teplotu dosadime 500 K. A na nas dotaz...

1.5 2
J2meMem 2 maw
#1: vy oEXP| - ——— | dw
1.5 2ikat
(ko t)

... Derive 6 spravn¢ odpovi:
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#2: 1.10

Lze ocCekavat, ze vysledek nesmi zaviset na teploté, coz potvrzuje dalsi vypocet tentokrate

pro teplotu 1000 K.

1.5 2
J2 e Mam 2 My
#3: v WEAP - —— | dv
1.5 2akot
ekt

#d 1.10

A jestlize vypocteme neurcity integral...

1.5 2z
J2omeNem 2 maw
o SEXP| - dw
1.5 2okt
ekt
... tak v ném skute¢né nefiguruje teplota:
2
2 - &3.v /650000000

#6: 83./57270.v e

115025000

Déle lehce ovétime, ze pocet velmi pomalych molekul vodiku, jejichz rychlosti lezi napft. v

intervalu (0, 100) m/s, je pozoruhodné maly:

100

1.5 2
J2emeNem 2 Moy
¥7: ——— v «EAP| - dw

1.5 2okt
ekt

¥8:  88.6391306
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Pocty rychlejsich ¢astic opét narustaji. Napt. pro intervaly (100, 200) a (200, 300) m/s jsou:

200
1.5 2
J2emeNem 2 mey
49 — v WERP|- dw
1.5 2ikat
(mek«t)
100
#10: 617.411888
300
1.5 2
J2emeNem 2 maw
#171: — v ExP|- dw
1.5 2kt
(ko)
200

#12: 1659.76514 |

velmi rychlych ¢&astic je v souboru malo. Napft. rychlost mezi 7000 m/s a 8000 m/s ma

pouhych 30 ¢astic, o cemz svédci vypocet:

8000
1.5 2
J2omeNam z M
#13: — v JEXP|-
1.5 2okt
ekt

F000

#14:  29.67427471

Uplné jina situace je pobliz nejpravdépodobngjsi rychlosti, ktera podle grafu &. 1 &ini
pro teplotu 500 K asi 2000 m/s.

2100
1.5 2
J2emaNam 2 e
#15: vy ERP[ - ——— | dv
1.5 2kt
(ko]
2000
4

#16: 4.070246038.10
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Nejpravdépodobnéjsi rychlost je - nepiesné feCeno - takova rychlost, kterou se pohybuje
nejvetsi pocet Castic. V této hodnoté ma funkce n = f(v) své maximum. Ur¢ime jej pomoci

prvni derivace:

1.5 2
d J2emeNem 2 mey
#17: — | ———————— v JEXP|[-

chw 1.5 2okt
(ko td
Z 32 3 5/2
— Moy F2 k] 22 Mev (mend J2eNew o0mewd
#18: = '

342 5/2
Sk t) Skt

Kdyz tuto derivaci polozime rovnou nule a piislu$nou rovnici vyfesime, dostaneme...

kot
#19: v = Jz-,{ ]

.... coZ je v souladu s uc¢ebnicemi fyziky.

Nyni miZeme wurcit 1 pramérnou rychlost ¢astic a porovnat ji s rychlosti
nejpravdépodobnéjsi. Vyjdeme ze znamého vztahu pro aritmeticky primér (N, je pocet Castic,

které maji rychlost vy):

- Mw+No-vo+..+ N, v,
M+NMN, +...+ N,

Jestlize si uvédomime, Ze pocet Castic je roven plose S pod grafem n = f(v), mlizeme psat:

AS - W+AS Vo +..+ A5, -V,
M+N +...+N,

Vv =

Plochu AS mohu vyjadfit takto:

AS =n(v)-Av
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Vztah pro primérnou rychlost mohu vyjadfit takto:

nwv)-Avp-vi+n(vo)-Avy vy +...+n\V), -Av, -v,

v =
N

Jestlize se rychlosti ¢astic spojité méni, prejde soucet v integraci:

[ n)-v-av
N

Chceme-li vypocitat primérnou rychlost ¢astic - napi. opét pro vodik o teploté 500 K-, tak
feSime urcity integral:

V =

) 1.5 2
1 J2meNem 3 ERY
#20: . v oEAP| - ————— || dv
M 1.5 2ok 500
. (k5007
0

Priimérnd rychlost ¢astic idealniho plynu je:

#21: 2300, 517602

Nyni ur¢ime nejpravdépodobnéjsi rychlost €astic plynu pfi téze teploté:

2k 500 YL/2
#22: _

m

#23: 2028, ¥E064]
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Porovnédnim zjistime, Ze primérmd rychlost je asi o 13 % véEétsi nez rychlost

nejpravdépodobnéjsi:

2300, 517602

#24 = 1.12837/9167
2038, 780641

Neni tézké dokazat, ze uvedeny pomér je konstantni pro vSechny teploty.

Nyni vypocteme energii tohoto idealniho plynu opét pfii teploté 500 K. Jedna ¢astice ma
energii:

1
E: .m.VZ
2

Vsechny castice, jejichz rychlost je v intervalu v a v + dv, pak energii:

dE=aN.> =d5-1-m-v2

-m-v
oF - n(v)ai/% 2 %mv () db

Coz odpovida celkové energii:

1 2
EZE/TIJ‘ nv)-v .aVv

Neboli energie naseho vodiku o jednom milionu ¢astic vyjde v joulech:
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1.5 P

1 JE T aem 4 [iERY
#25: — vy WERP - ——— || dw
2 1.5 2+k.500
(k5007
a
_14
#26: 1.035.10
Primérna (stiedni) energie E, pfipadajici na jednu ¢astici je tedy 10° krat mensi:
=20
27 1.035.10

Kdyz nyni zopakujeme cely vypocet pro teplotu dvakrat vyssi (tj. 1000 K), vyjde nam také

stiedni energie dvakrat vyssi, tj.:

1.5 P
1 J2omeNam 4 M e
#28: — v EEP| - —— | | dw
z 1.5 2ok 1000
{rreke 10007

#29: 2.07.10

Evidentn¢ mezi Ep a T plati pfima amérnost...

Eo~T
Eo=a-T, a=konst

Nyni ndm pouze zbyvéa urcit hodnotu konstanty a. Podélime tedy stfedni energii (Eo =

2,07.10™ J) a teplotu (T = 1000 K), tak dostaneme:

10/14



-23

#30: 2.07.10

Nechd se jednoduSe dokézat, ze se konstanta a rovna tfem polovinam Boltzmannovy

konstanty:
3 23
#31: —1.2&.10
2z
=23
#32: 2.07.10

Zaver je tedy jednoduchy:
3
Eo=Zk-T
2

Stiedni energii si vS§ak mohu vyjadfit i pomoci rychlosti a oba vyrazy porovnat:

Z této rovnice si mohu vyjadfit rychlost v,
kterou nazyvame stiedni kvadraticka. Castice s touto rychlosti ma primérnou energii. Stfedni

kvadraticka rychlost je dana vztahem:

1 P 3

#34 SDLUE[—-m-v = —ket, [k, w], Rea‘l]
2 2

kot
#35 Ja-{ J

Porovname-li podilem stfedni kvadratickou rychlost vi S rychlosti nejpravdépodobnéjsi vp,

dostavame:
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#36:

#37:

#38:

1.2247448Y1

Neboli stiedni kvadratické rychlost je asi 0 22 % vétsi nez rychlost nejpravdépodobnéjsi.

Pfi¢inou je samoziejmé to, ze graf funkce n = f(v) neni osove symetricky.

Nyni jesté vyjadiime-li v v m/s:

#29:

2496 985348

Najdéme nyni rychlost u, ktera splituje tu podminku, Ze pocet ¢astic, které maji rychlost

vetsi nez u, je stejny jako pocet Castic, které maji rychlost mensi nez u. Nazvéme u ,,prvni

pulici rychlosti* .

Evidentné pro ni plati:

L
1.5 2
J2 e Nem 2 M
#40: v EXP| -
1.5 2okt
(mektl

Kdyz po urcitou dobu aplikujeme metodu pokusu a omylu, zjistime, ze u ma hodnotu

2217.49 m/s. Pocitac totiz tvrdi:

2217 . 49

1.5 Z
J2emaNem i Moy
#41 — v EXP[- chv

1.5 2kt
Cmeket)

#42:

5.00002444.10

5

12/14



Porovnanim rychlosti u s rychlosti nejpravdépodobnéjsi v, tak zjistime, Ze u je o 8 % vetsi,

nebot’:
2217.49
#43 —
038, V&
#d4 1. 087655362

Obdobn¢ mizeme definovat rychlost ,,druhou ptlici rychlost™ w, kterd ma tu vlastnost, ze
soucet energii vSech ¢astic, ktera maji svoji rychlost mensi nez w, je stejny jako soucet energii

téch Castic, ktera maji rychlost vétsi nez w.
Ziejmeé plati:

1.5 2 -14
1 J2emeMem 4 Mo 1.025.10 -15
#45 - — | ——— v EAP|- ———— || dv = ———————— = 5.175.10
2 1.5 2.k.500 2
(m k5007

Pti troSe trpélivosti stanovime horni mez integralu s odpovidajici vlastnosti na 3007,28 m/s.

Plati totiz s dostacujici pfesnosti:

3007, 28
1.5 2
1 J2 e Nam 4 ey
#46. — vy GEEP[ - ———— || dv
2 1.5 2uk. 500
(ra k5000
0
-15
#47: 5.175024303.10
Rychlost w je tak o plnych 48 % vyssi nez rychlost nejpravdépodobnéjsi.
200728
#45 —
2038.78
#49: 1475038593
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Vysledek jenom dokazuje, jak vyznamné k celkové energii plynu ptispivaji Castice s velkou

rychlosti. Kinetickd energie totiz zavisi na jeji druhé mocniné.

3. Diskuse a zavér

V této praci jsme se zabyvali Maxwellovym zakonem rozd€lenim rychlosti Castic idealniho
plynu. Ukézali jsme, ze v rovnici, ktera jej vyjadiuje, jsou obsazeny vSechny dulezité
informace o tomto plynu., predev§im pak to, Ze stfedni energii ¢stice zavisi pouze na teploté
a ze je s ni ptimo imérna. Znovu jsme odvodili vztahy pro nejpravdépodobnéjsi rychlost vy,
prumérnou rychlost v a pro rychlost stiedni kvadratickou vi. Zavedli jsme rovnéz ,,prvni a
druhou pdlici rychlost (u, w)*“ aurcili jsme jejich vztah k rychlosti nejpravdépodobné;jsi.

Pfitom jsme dosli k tomuto zavéru:

Vp vV Vg uiw =1:113:122:1,08:1,48

Vypocty, které piesahuji ramec stfedoskolské fyziky jsme provedli v matematickém software

Derive 6.
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