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Anotace

Cilem této prace bylo osvojit si zaklady moderni matematické discipliny
zvané obecna topologie a skrze tento text predat tyto poznatky dalsim ctena-
fum. Je uréena vSem zacatecnikim v tomto oboru a méla by dokazat, ze toto
téma muze byt pristupné i zdjemcum z rad stredoskolaku.

Klicova slova

topologie, topologicky prostor, mnozina, spojité zobrazeni, homeomorfismus

Annotation

The aim of this work was to learn the basics of the modern branch of mathe-
matics called general topology and pass this knowledge to other readers via
this text. It is intended to all beginners in this field and it shall prove that

this topic may be accessible to interested high schoolers.
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Predmluva

Tato prace méa za cil ctenafi predstavit matematicky obor zvany topolo-
gie a dovést ho k osvojeni zakladnich konceptu topologie obecné, neboli
mnozinové.

Je urc¢ena tplnym zacdtecnikum v této discipliné a jedinymi prerekvi-
zitami je znalost elementdrnich mnozinovych operaci (prunik, sjednoceni,
doplnék, rozdil) a vlastnosti funkeci. Psand je formou srozumitelnou vsem
stredoskolakum zajimajicich se o matematiku. Jako studijni materidl je tak
vhodnd pro kazdého, kdo by mél chut se s timto tizasnym oborem sezndmit.

Prace obsahuje ¢etna cviceni a tlohy, jejichz ucelem je pomoci ¢tenafi
s pochopenim topologickych konceptu a ovérenim nové nabytych znalostni.
Cviceni jsou zpravidla jednoducha na vyfeSeni a slouzi ke snadnéjsimu po-
chopeni definic, pripadné doplnéni znalosti. Ulohy jsou o0 néco naroc¢néjsi,
nicméné jsou vybornym prostiedkem k hlubsimu porozumeéni predstavovanych
pojmu a nédcviku psani dukazu, jez jsou nezbytnou soucésti ¢isté matema-
tiky. Pro ovéreni spravnosti uvazovani jsou pro ¢tenafe na konci jednotlivych
kapitol uvedena autorska feseni veskerych tloh a cviceni. Vybrané koncepty
navic ilustruji obrazky.

Definice a nékteré véty byly prevzaty prevazné z knih Topology Without
Tears od Sidney A. Morrise a General Topology od Ryszarda Engelkinga,
ulohy jsou z druhé uvedené knihy. Cviceni byla navrzena pro tcely této
prace a obrazky byly vytvorené pomoci programu Autodesk Fusion 360,
SketchBook a GeoGebra, neni-li uveden jiny zdroj. Prace byla napsédna po-

moci systému LaTeX.



Uvod

vvvvvv

chazela z geometrie a zabyva se takovymi vlastnostmi, které nezavisi na vzda-
lenostech, thlech nebo ptresném tvaru matematickych objektu. Ackoliv se
jedna o axiomatickou disciplinu, tedy teorii odvozenou z uréitych axiomu,

nasla topologie uplatnéni v mnoha dalsich oblastech lidské ¢innosti.

0.1 Historie topologie

Za vubec prvni topologicky vysledek je povazovano feseni problému sedmi
mostu meésta Kralovee, dnes slavné matematické hadanky. Obyvatelé tohoto
tehdy pruského mésta si ¢as kratili zajimavym zpusobem - snazili se najit ta-
kovou vychéazkovou trasu, pti které by pres kazdy ze sedmi mostu presli prave

jednou. Af uz vsak zvolili jakoukoliv cestu, nikomu z nich se to nepodaiilo.

Obrézek 1: Sedm mostu mésta Kralovee [1]



Vysvétleni tohoto fenoménu podal v roce 1736 genidlni Svycarsky mate-
matik Leonhard Euler.

Ackoliv se mu problém zprvu jevil jako geometricky, Euler si brzy v§imnul,
Ze teSeni nezavisi na obvyklych geometrickych vlastnostech jako jsou délky
mostu nebo vzdalenosti mezi nimi. Podstatné byly pouze relativni polohy
mostu a to, které Casti mésta spojovaly. Dokézal, ze aby Slo mosty prejit
pozadovanym zpusobem, musel by nejvyse ze dvou biehu vést lichy pocet
mosti, coz, jak se muzeme sami presvédcit, pro sedm mostu v Kralovci ne-
plati [2].

Toto novatorské feseni vsak nebylo jedinym Eulerovym piispévkem topo-
logii.

V roce 1750 objevil vztah, ktery je dnes povazovan za jeden z nejkrasnéjsich
matematickych vzorci [3]. Stejné jako jiz velef matematici starovékého Recka
se zabyval mohostény, avsak vsiml si néceho, co patrné vsem jeho predchudcum
uniklo. Objevil vztah mezi vrcholy V', hranami F a sténami F', ktery plati

pro vSechny konvexni mnohostény [2].
V-E+F=2

Tento ztah byl pozdéji zobecnén do n dimenzi a je jednim ze zakladnich inva-
riantu v algebraické topologii, znamy pod nazvem Eulerova charakteristika.

Euler pro topologii pouzival nazev geometria situs, neboli geometrie po-
lohy, pozdéji byl pouzivan nazev analysis situs [2]. Slovo topologie bylo po-
prvé pouzito v knize Johanna Benedicta Listinga Vorstudien zur Topologie,
tento nazev se viak neujal ihned [4].

V roce 1872 prednesl Felix Klein prednasku nazvanou Erlangensky pro-
gram, ve které mimo jiné definoval topologii jakozto studium vlastnosti ne-
meénicich se pii spojitych transformacich [5].

Mimoto byly v této dobé zkoumany dvojrozmérné plochy. August Mobius
a Listing objevili Mobiovu pasku, plochu ktera mé pouze jednu stranu a Felix
Klein objevil Kleinovu lahev. Klein rovnéz vymyslel metodu konstrukce ta-
kovych ploch, kterd spoc¢ivala v ,lepeni“ stran mnohothelniki. U mnohotihel-

niku bylo vzdy dano, které dvojice stran a s jakou orientaci se slepi, pricemz
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Obrazek 2: Konstrukce toru ze étverce [6]

aby k lepeni mohlo dojit, mohl se mnohothelnik libovolné natahovat. Na ob-
razku 2 vidime jednu takovou konstrukei toru ze ¢tverce [2].

Roku 1874 zalozil Georg Cantor teorii mnozin, na které je postavena
moderni topologie [7]. Definoval také nékolik pojmi, jimiz se zabyva kapitola
2, avsak ponékud odlisnym zptsobem, nebot jesté neexistoval pro nés zcela
zésadni pojem topologického prostoru [§].

Pevné zéklady topologie algebraické polozil v roce 1895 Henri Poincaré,
kdyZ definoval pojmy jako je homotopie nebo spojitd deformace [9].}

V roce 1906 zavedl Maurice Fréchet metricky prostor, coz je jakakoliv
mnozina, na které je definovana vzdalenost [10].

Na Fréchetovu praci navazal Felix Hausdorff, kdyz roku 1914 definoval
jesté obecnéjsi strukturu, které dnes rikame Hausdorffuv prostor. K jejich
definici vyuzil otevienych mnozin, stejné jako tomu je u dnesnich topolo-
gickych prostorii, ty jsou viak jesté o néco obecnéjsi.?

V nasledujicich letech se matematici predhénéli v ruznych definicich to-
pologickych a jim podobnych prostortu. Polsky matematik Kazimierz Kura-
towski priSel v roce 1922 s definici pomoci uzavéru mnozin, ktera je ekviva-
lentni s tou dnesni, dalsi prisli s axiomy stavicich na otevienych mnozinach,

které se vsak od nynéjsi mirné lisily.

'Poincaré je rovnéz autorem slavné topologické tlohy zvané Poincarého domnénka,

jednoho ze sedmi problému tisicileti.
2Vice se o Hausdorffové prostoru doctete v ¢asti 3.3.3.
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Nakonec se ustélila definice, kterou prvné publikovali Nicolas Bourbaki®
a John L. Kelley v letech 1940, resp. 1955, a vy ji najdete v kapitole 1 [8].
V soucasnosti je topologie velmi aktivni a perspektivni oblasti vyzkumu,

jak se muzete sami presvedcit v néasledujici ¢ésti.

0.2 Aplikace topologie

Topologie je véda hojné vyuzivana v dalsich oborech. Jeji metody se pouzivaji
jak v odlisnych oblastech matematiky, tak v cetnych jinych disciplinach, a
to zejména prirodovédnych, technickych a informatickych.

V této sekci bychom radi demonstrovali uzitecnost topologie v rozliénych
nematematickych disciplinach. Nejedna se o vycerpavajici seznam, spise o
nékolik piikladu, na které autorka v prubéhu psani préce narazila a které
ji zaujaly. Jednotlivé aplikace jsou kategorizované podle obort, do kterych

primarné spadaji.

Astrofyzika

Topologie se svoji povahou skvéle hodi ke studiu ¢asoprostoru a struktury
vesmiru, predevsim jejich globalnich aspektu. K prukopnikim topologickych
metod ve zkoumani ¢asoprostoru pattil jiz v 70. letech naptiklad Stephen
Hawking. Ten prohlésil, ze jediné vlastnosti prostorocasu, které jsou z fy-
zikalniho hlediska vyznamné jsou ty, které jsou stabilni ve vhodné topologii.
Nalezeni vhodné topologie* k modelovani vesmiru je vsak nelehky tkol, a a¢
byly v této oblasti ué¢inény pokroky, perfektni model zatim nemame [11].
Od 80. let byla topologie vyuzivana v kvantové teorii pole, coz vedlo ke
vzniku topologické kvantové teorie pole [12] a dédle také k topologickému

popisu strun v teorii strun [13].

3Pseudonym skupiny francouzskych matematiki.
40 zavadeéni topologii na mnozinu se lze do¢ist v kapitole 1.
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Fyzika

Od vysvétleni jednoho zvlastniho fyzikalniho jevu v kvantové mechanice k
objevu zcela novych materidlu a Nobelové cené — tak by se dal shrnout vyvoj
jedné aplikace topologie do fyziky.

Onim zadhadnym jevem je zlomkovy kvantovy Halluv jev. Nebudeme zabredavat
do detailu, pro zajemce vSak nastinime, o co se jedné: k tomuto jevu dochézi
pouze ve dvourozmérném prostoru (jakym muze byt napiiklad povrch néjakého
materidlu) a tyka se skupin elektronu, které se diky vystaveni silnému mag-
netickému poli chovaji jako ¢astice jedind. Tyto ¢astice pak vykazuji naboj,
ktery se da vyjadrit zlomkem elementarniho naboje. Zlomek je pak podilem
poctu elektronu a poctu kvant magnetického toku [14].

Jev byl vysvétlen za pouziti topologie — uz onen zlomek vyjadiujici ndboj
elektronu totiz souvisi s jednim topologickym invariantem (vlastnosti). Tento
objev nasledné vedl k objevu celé fady tzv. topologickych stavi hmoty. K
jejich popisu je potieba spousta topologie, chovaji se totiz presné jako to-
pologické prostory (kterym se budeme vénovat v hlavni ¢dsti prace) — jejich
vlastnosti nezavisi na jejich geometrii, coz je déld velmi stabilni, nebot nejsou
nachylné k vnéjsim vlivim ¢i mensim vadam v materialu. Za teoreticky objev
topologickych stavi hmoty a prechodi mezi nimi byla v roce 2016 udélena
Nobelova cena [15].

Jednou skupinou takovych materialu jsou tzv. topologické izolanty, prvné
vyrobeny v roce 2007. Jejich nazev je ponékud nestastny, nebot jejich po-
tencial tkvi prave v jejich vodivych vlastnostech. A¢ izolujici uvnitf, povrch
topologickych izolantu je vodivy a proud muze vést dokonce bez odporu —
jednd se tedy o supravodice [16]. Vyhodou je i jejich odolnost vuci drobnym
defektum ¢i napriklad hluku. V soucasné dobé probihd mnoho vyzkumu
smérujiho k tomu, aby topologické izolanty mohly slouzit pro efektivnéjsi
prenos energie v elektronickych zafizenich a mnozi doufaji, ze se jednou sta-
nou zdkladem kvantovych pocitacu [17].

......

jmenované jako anyony. Anyony jsou ¢astice, které nejsou ani fermiony, ani
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bosony a vyskytuji se pouze ve dvourozmérném prostoru. Jestlize Vam to
néco pripomind, mate pravdu — anyony jsou totiz ony ¢astice, které zpusobuji
zlomkovy kvantovy Halluv efekt. Pokud jsou anyony ve skupiné, maji zajimavou
vlastnost: ,pamatuji® si, jak se jeden kolem druhého pohybovaly, a jejich
trajektorie tak vytvari jakési copanky nebo uzly. V matematice takové ob-
jekty studuje teorie uzlu — coz jen jedna ze soucasti topologie. Uzly mohou
byt velmi komplikované a nést tak v sobé mnoho informaci. Toho by se dalo
vyuzit pravé pro uchovavani informaci v pocitacich a ke kvantovému pocitani.

Tohoto napadu se jiz ujaly nékteré velké technologické firmy [18].

Chemie

O syntézu novych materidlu za uziti poznatku z topologie se snazi rovnéz
chemici. Syntezovali napriklad molekuly, které normalné tvoii jakoby prs-
tencovou strukturu a upravili je do tvaru Mobiovy pasky. Zjistili, ze takové
molekuly se vymykaji béznym pravidlum aromaticity — latky, které by méli
byt aromatické jsou antiaromatické a naopak. Tomuto zvlastnimu typu aro-
maticity se fikd Mobiova aromaticita [19].

Dalsi vyuziti topologie v chemii se tyka polymert. Polymery jsou dlouhé
molekulové fetézce, které se mohou ruzné vétvit, cyklit a zamotavat, coz
ovliviiuje jejich vlastnosti a interakci s ostatnimi molekulami. Jejich topolo-
gickou strukturu a jeji vliv na vlastnosti polymeru se daji zkoumat pomoci

topologické geometrie, teorie uzlu ¢i teorie grafu [20].

Biologie

Biologickou strukturou chovajici se jako topologicky prostor je naptiklad
DNA. Topologie poskytuje lepsi vhled napriklad na mechanismy reakci DNA
s proteiny, coz je dulezité, nebot na reakcich s proteiny zavisi viechny funkce
DNA. Sama o sobé je DNA polymerem a biologové ji tak mohou zkoumat

podobné, jako to délaji chemici [21].

14



Kapitola 1
Topologické prostory

Jadrem studia topologie jsou takzvané topologické prostory. Topologicky pro-
stor je zamérné definovan jako velmi obecnd struktura, ktera tak uplné neod-
povida nasi bézné predstaveé o prostoru. Vznikl jako zobecnéni prostoru met-
rického. Obecnost tohoto pojmu umoznuje, ze muze byt aplikovan na Siroké
spektrum objektu, coz je pro matematiky vice nez zadouci. Diky tomu neni
tieba zkoumat kazdy jednotlivy objekt zvl4st, ale dozvime se néco o spousté
z nich najednou.

Topologickym prostorem mohou byt jak celé n-rozmérné prostory, tak
jednotlivé geometrické objekty, fraktély, grafy (z teorie grafi) nebo tieba

¢iselné mnoziny, jakou je naptiklad mnozina realnych cisel.

£

AMARANAD
b
ABAALHLS

vy vy

Obrazek 1.1: Sierpin- Obrazek 1.2: Torus [23]  Obrézek 1.3: Graf
ského trojihelnik [22]
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1.1 Topologie na mnoziné

Topologickym prostorem muze byt v podstaté jakdkoliv neprazdnd mnozina.
Abychom vsak ur¢itou mnozinu mohli oznacit za topologicky prostor, musime
na ni nejprve definovat topologii. To znamena, ze ke kazdé mnoziné priradime
jesté jednu mnozinu, které budeme tikat topologie a jez o nasi mnoziné ponese
dalsi informace. Mnoziny muzeme zkoumat pravé diky zavedeni topologie.
Topologie je slozena pouze z podmnozin nasi mnoziny. Tyto podmnoziny
musi splinovat ur¢ita pravidla, axiomy, které jsou shrnuty do nésledujici de-

finice.

Definice 1.1.1. Méjme neprazdnou mnozinu X a systém jejich podmnozin

7. Pak 7 je topologii na mnoziné X, pokud plati:
(i) X a 0 jsou prvky T,
(ii) sjednoceni libovolného poctu prvku 7 je prvkem 7,
(iii) prunik libovolného koneéného poétu prvka 7 je prvkem 7.
Dvojici (X, 7) pak nazveme topologickym prostorem.

Vsimnéme si, ze na jedné mnoziné muze existovat vicero ruznych to-
pologii. Neékolika specidlnimi a ¢asto pouzivanymi topologiemi se zabyvaji
pozdéjsi ¢asti této kapitoly.

Definici topologie 1épe pochopime na nasledujicich ptikladech a cvicenich.

Piiklad 1.1.2. Je ddna mnozina X, jeji podmnoziny A, B, C' (viz obrézek
1.4) amnozinaT={X, 0, A, B,C, AUB, BUC, AUC, BNC}.
Pak 7 je topologii na X, nebot se jednd o systém podmnozin X spliujici

axiomy (i), (ii) a (iii) definice 1.1.1.
Piiklad 1.1.3. Nechf X = {1, 2, 3, 4, 5}.

a) 7= {X, {2}, {1,3, 4, 5}, {3, 4}, {2, 3, 4}}.

71 neni topologif na X, nebot @) nendlez{ 7.

16
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Obréazek 1.4: Mnozina X s podmnozinami A, B, C

b) 7 = {X, 0, {1}, {1, 2}, {3, 4, 5}, {1, 3, 4, 5}, {1, 61}.

’ .7 ) ~ . 7 ~ .
7o neni topologii na X, nebot mnozina {1, 6} neni podmnozinou X.

c) 3 ={X, 0, {1, 2,4}, {3, 4, 5}, {4}, {1, 3, 4, 5} }.
73 nenf topologif na X, nebot {1, 2, 4} N {1, 3, 4, 5} = {1, 4} nenalezi

T3.

Cviceni 1.1.1. [24] M¢&jme mnoziny A = {a, b} a B = {a, b, c}. Vypiste
vsechny topologie, které mohou existovat na mnoziné A, a co nejvice topo-

logii, které mohou byt definovany na mnoziné B.

1.2 Oteviena a uzaviena mnozina

Mnoziny néalezici topologii 7 maji sviij nazev. Rikdme jim oteviené mnoziny.
Definice 1.2.1. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Pak prvky 7 nazyvame
otevrenymi mnozinami.

7 této definice piimo vyplyva, ze oteviené mnoziny musi splinovat axiomy
(i), (ii), (iii) definice 1.1.1. Tedy oteviené mnoziny tvoii topologii na mnoziné
X.

Protoze jsou v topologii velmi podstatné, maji i doplinky otevienych

mnozin svij nazev.

17



Definice 1.2.2. Necht (X, 7) je topologicky prostor a A C X. Mnozinu A

nazveme uzavrenou, pokud mnozina X \ A je v (X, 7) oteviena.

( X\A /

Obrazek 1.5: Oteviena a uzaviend mnozina
Podobné jako oteviené mmnoziny splnuji axiomy topologického prostoru,
uzaviené mnoziny maji vlastnosti k nim dudalni, jak si pravé dokazeme.
Véta 1.2.3. Jestlize (X, 7) je topologicky prostor, pak
(i) X a 0 jsou uzaviené mnoziny,

(ii) sjednoceni libovolného konecného poctu uzavienych mnozin je uzaviena

mnozina,
(iii) prunik libovolného po¢tu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Diikaz. Tvrzeni (i) vyplyva z faktu, ze X a () jsou dopliky mnozin () a X,

které jsou oteviené.

Nyni pfistupme k tvrzeni (ii). Mé&jme uzaviené mnoziny Uy, Us, ..., U,.
Abychom dokazali, ze Uy U Uy U ... U U, je uzaviend mnozina, potiebujeme
ukazat, ze X \ (U UUy U. .. UU,) je mnozina oteviena. Jelikoz Uy, Us, ..., U,

jsou uzaviené, jejich doplnky X \ Uy, X \ Uy, X \ Us, ..., X \ U, jsou

oteviené. Déle plati, ze
X\N({UUUyU...UU)=(X\U)N(X\U)N...Nn X\ U,!

Prava strana rovnosti je kone¢nym prunikem otevienych mnozin, tedy otevie-
nou mnozinou. Proto i leva strana je oteviend a Uy UUs U ... U U, je uzaviena

mnozina.

!Diisledek De Morganovych zdkonii.
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Tvrzeni (iii) by se dokdzalo obdobné, pomoci rovnosti
X\ =&\ .
iel iel
m
Jejich pojmenovani v nas mohou budit dojem, ze uzaviena mnozina je
opakem oteviené, ale neni tomu vzdy tak. V nékterych pripadech muze byt

mnozina oteviena i uzaviena zaroven, takové mnoziné pak fikdme obojetna.

Definice 1.2.4. Necht (X, 7) je topologicky prostor a mnozina A C X.

Mnozinu A nazveme obojetnou, pokud je zaroven oteviend i uzaviend.

Také se samoziejmé muze stat, ze mnozina neni v prostoru ani oteviena,
ani uzaviena. Tento typ mnozin specidlni nazev nema.

Nazvy jsou odvozené od otevienych a uzavienych intervalu realnych ¢isel.
S tim souvisi tzv. eukleidovska topologie, kterou se budeme zabyvat v casti
1.4.1 . V této topologii jsou skutecné vsechny oteviené (resp. uzaviené) in-

tervaly otevienymi (resp. uzavienymi) mnozinami.

Cviceni 1.2.1. Je ddna mnozina X = {a, b, ¢, d, e, f} a na ni topologie
T = {X7 @7 {b}7 {C}7 {b7 C}7 {CL7 C? e}? {07 d7 f}? {a7 b7 C7 6}7 {b7 C7 d7 f}?

{a7 C7 d? e? f}}'

Vypiste vSechny mnoziny uzaviené v tomto topologickém prostoru.
Cviceni 1.2.2. Je dan topologicky prostor (X, 7), kde X = {k, [, m, n} a

T={X, 0, {k}, {1}, {k, 1}, {k, m} . {k, I, m}, {k, m, n}}.
U nasledujicich mnozin urcete, zda jsou oteviené, uzaviené, obojetné, nebo

ani jedno z uvedeného: {l}, {n}, {l, m}, {m, n}, {k, [, m}, {k, I, m, n}

1.3 Diskrétni a indiskrétni topologie

Uz vime, ze na stejné mnoziné muze byt definovano vice topologii. V této

~ s

moznych otevienych mnozin, druha nejméné. Diky tomu maji tyto topologie

urcité specialni vlastnosti.
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Definice 1.3.1. Necht (X, 7) je topologicky prostor, kde véechny podmnozi-

ny X jsou oteviené. Pak 7 je diskrétni topologie a (X, T) diskrétni prostor.

Jelikoz jsou v diskrétni topologii oteviené vSechny mnoziny, které dany
prostor m4, splnuji tyto oteviené mnoziny jisté vsechny tii axiomy topologie
z definice 1.1.1 (tedy X, 0, libovolnd sjednoceni a kone¢né pruniky otevienych
mnozin jsou oteviené).

Se znalosti definice topologického prostoru muzeme o diskrétnim prostoru
navic vyslovit nasledujici vétu. Jeji platnost se muze zdat intuitivni, pro

uplnost vsak uvadime dukaz.

Véta 1.3.2. Jestlize (X, 7) je topologicky prostor takovy, ze pro kazdy prvek

x € X jednoprvkova mnozina {z} € 7, pak je 7 diskrétni topologie.

Diikaz. Kazda mnozina je sjednocenim svych jednoprvkovych podmnozin,
tedy to plati i pro kazdou mnozinu P C X, lze zapsat jako P = J,.p{z}.
Protoze kazdé {x} € 7, podle axiomu (ii) definice topologického prostoru i
kazdé P € 7. O

Definice 1.3.3. Necht (X, 7) je topologicky prostor, kde 7 = { X, 0}. Pak 7
nazyvame indiskrétni neboli trividlni topologie a (X, T) indiskrétni (trividlni)

prostor.

Ctenéf snadno ovéfi, ze oteviené mnoziny X a () indiskrétni topologie
rovnéz splnuji axiomy definice 1.1.1.
Pro oba tyto prostory, diskrétni i indiskrétni, plati, ze vSechny jejich

oteviené mnoziny jsou zaroven uzavieneé.

Cviceni 1.3.1. Ovérte, ze vSechny oteviené mnoziny diskrétnich a indiskrét-

nich prostoru jsou také uzaviené.

Cviceni 1.3.2. Kolik otevienych mnozin obsahuje diskrétni topologie na mno-

ziné o n prvcich?
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1.4 Eukleidovska topologie

Dalsi vyznamnou topologii je jiz zminénd eukleidovska topologie. Euklei-
dovska topologie muze byt zavedena na mnoziné realnych ¢islech, na roving,
klasickém trojrozmérném prostoru nebo i na vicerozmérnych prostorech —
na vsech eukleidovskych prostorech. Eukleidovské prostory budeme znacit
R", kde n znaéi dimenzi prostoru. Tedy R je mnozina redlnych éisel, R? je
rovina, R? trojrozmérny eukleidovsky prostor atd. Kazdy bod v prostoru R”
je jednoznacné urcen n-tici realnych cisel.

Pokud pracujeme s eukleidovskymi prostory (a objekty v nich), uzivame
k tomu nejcastéji pravé eukleidovskou topologii. Jedna se o nejptirozenéjsi
nastroj, kterym muze topolog zkoumat redlna ¢isla a geometrické objekty.
Je proto také casto oznacovana jako standardni ¢i prirozena topologie. Téz
je zvykem, ze pokud uvazujeme néjaky eukleidovsky prostor a explicitné
neuvadime, jakou topologii pouzivame, mame na mysli topologii eukleidov-

skou.

1.4.1 Eukleidovska topologie na R

Mnozina realnych cisel R je specialnim, a v jistém smyslu nejzédkladnéjsim,
pripadem eukleidovského prostoru R™, kterému se proto budeme vénovat
zv14st. Pokud nejprve pochopime eukleidovskou topologii na realnych éislech,

bude pak také jednodussi pochopit ji na obecném eukleidovském prostoru.

Definice 1.4.1. Nechf A je podmnozina redlnych ¢isel. Pak A nazveme
otevienou v eukleidovské topologii na R, pokud plati, ze pro kazdé r € A

existuji a, b € R, pricemz a < b, takové, ze x € (a, b) C A.

Neboli aby byla mnozina A oteviend, musi byt vSechny jeji prvky obsazeny

v otevienych intervalech, které celé lezi v mnoziné A.
Cviceni 1.4.1. Je mnozina A na obrdazku 1.6 oteviena?

Lehko nyni odvodime, ze kazdy otevieny interval bude otevienou mnozi-
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Obrazek 1.6: Otevieny interval (a, b) a bod x v mnoziné A

nou, nebot nam staci za (a, b) zvolit cely uvazovany interval, jez tak bude

obsahovat vSechny své body.

Véta 1.4.2. VSechny oteviené intervaly redlnych ¢isel jsou oteviené mnoziny

v eukleidovské topologii na R.

Diikaz. Méjme otevieny interval (p, ¢) a redlné ¢islo x z tohoto intervalu.
Zvolme a = p a b = q. Pak jisté plati, ze x € (a, b) C (p, q) a (p, q) je tak

oteviend mnozina v R. O

Podle axiomu topologie (definice 1.1.1) pak oteviené musi byt i kazdé
sjednoceni (a prunik) otevienych intervalu.
Dale kazdy uzavieny interval je doplinkem néjakého sjednoceni otevienych

intervalti, coz nas vede k nasledujici véte.

Véta 1.4.3. Vsechny uzaviené intervaly realnych ¢isel jsou uzaviené mnoziny

v eukleidovské topologii na R.

Dikaz. Méjme uzavieny interval (p, ). Dopliikem tohoto intervalu v R je
(— o0, p) U (g, 00), coz je sjednoceni dvou otevienych intervalu a tedy je to

oteviend mnozina v R. Interval (p, ¢) je tak uzaviend mnozina v R. ]

Sjednoceni koneéného poctu uzavienych intervalu je pak uzaviena mnozina

podle véty 1.2.3.

Cviceni 1.4.2. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny v eu-

kleidovské topologii oteviené nebo uzaviené:

a) jednoprvkovd mnozina {z}, z € R,
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b) mnozina celych ¢isel Z,

¢) mnozina kladnych ¢isel (bez nuly),
d) mnozina nezapornych ¢isel,

e) zleva uzavieny interval (p, q).

Cviceni 1.4.3. Muze byt néktera podmnozina R v eukleidovské topologii

obojetnda?

1.4.2 Eukleidovska topologie na R"

V obecném eukleidovském prostoru je eukleidovské topologie definovana po-
moci otevienych kouli.

Oteviend koule v eukleidovském prostoru je uréena svym stiedem a po-
lomérem. Jedna se o mnozinu bodu, které jsou od stredu vzdalené méné, nez

je dany polomer.

Definice 1.4.4. Méjme eukleidovsky prostor R™, v ném bod S a dale realné

¢islor > 0. Otevrenou kouli v prostoru R" pak rozumime mnozinu B"*(S, r) =
{reR"||z—S|<r}.

Otevienou kouli v R? je tak koule bez svého plaste, znacime ji B3. Otevie-
nou dvourozmérnou kouli B? je kruh bez své ohranic¢ujici kruznice.

Otevienou jednorozmérnou kouli B neni nic jiného nez otevieny inter-
val. Diky tomu si jisté vS§imneme spojitosti mezi jiz vyslovenou definici eu-
kleidovské topologie na R a nasledujici definici. Definice na R je totiz jen

specialnim pripadem definice na R™.

Definice 1.4.5. Necht A je podmnoZina eukleidovského prostoru R™. Pak A
nazveme otevienou v eukleidovské topologii na R™, pokud plati, ze pro kazdé
x € A existuje oteviend koule B™(S, r) se stfedem v bodé S a polomérem r
takova, ze x € B"(S, r) C A.
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Obrazek 1.7: Otevieny kruh B? s bodem x v mnoziné A

Tedy A je oteviena v R™, pokud jsou vSechny jeji prvky obsazeny v otevie-
nych koulich dimenze n, které jsou vSechny podmnozinou A. Jinak feceno
mnozina A je sjednocenim otevieych n-dimenzionalnich kouli (které se mohou
prekryvat).

Ovérme, ze eukleidovska topologie je topologii dle definice 1.1.1. V celém
prostoru R” jisté kolem kazdého bodu najdeme otevienou kouli a pro (),
jelikoz neobsahuje zadné body, nemame zadné omezujici podminky, tedy X
a () jsou oteviené. Pokud méme sjednoceni libovolného poctu otevienych
mnozin, vime o kazdém jeho bodé, ze byl prvkem néjaké oteviené koule v
jedné z puvodnich mnozin, a musi tak byt i nyni. Nakonec kazdy prunik
kone¢ného poctu otevienych mnozin je néjaka mnozina bez své hranice.? Pro
kazdy bod v takovém pruniku muzeme vybrat otevienou kouli se stfedem
v tomto bodé a polomérem takovym, jaka je nejmensi vzdalenost k hranici

pruniku a ten je tak jisté otevieny.

Cviceni 1.4.4. Vyberte mnoziny, které jsou v prislusné eukleidovské topo-

logii oteviené:
a) bod z v R3,
b) piimka v R?,

c) ¢tverec bez své hranice v R?,

2Hranici formélné definujeme v kapitole 2.5, v eukleidovskych prostorech se viak jedna

o intuitivni pojem.
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d) mnozina bodu s kladnou x-ovou soufadnici v R?.

Kupiikladu v R? jsou oteviené vsechny dvojrozmérné ttvary bez kiivky,
ktera je ohranicuje. Kolem bodu na hrani¢ni kiivce totiz nemuzeme umistit
kruznice, které by byly celé v nasem utvaru. Podobné je to s utvary nizsich
dimenzi — jednorozmérnymi a osamélymi body.

V R? jsou pak oteviené trojrozmérné ttvary bez dvourozmérného po-
vrchu, ktery je ohranic¢uje. Obdobné ve vyssich rozmérech by platilo, ze v R™
muze byt otevieny pouze n-rozmérny objekt bez (n — 1)-rozmérného itvaru,

ktery jej ohranicuje.

1.5 Podprostorova topologie

Dalsi velmi uzitecnou topologii je topologie podprostorova. Pouziva se pokud
pracujeme s podmnozinami jinych prostoru. Pro praci s konkrétnimi objekty
v eukleidovskych prostorech eukleidovskou topologii ¢asto kombinujeme s to-
pologii podprostorovou.

Podprostorova topologie jednoduchym zpusobem vytvari novou topologii
z jiz existujici. Pokud mame prostor X s topologii 7 a chceme zavést podpro-
storovou topologii na néjaké podmnoziné Y C X, prosté z otevienych mnozin
prostoru X vynechdme vsechny body, které do Y nepatii. Tedy pro podpro-
storovou topologii uvazujeme pouze ty body puvodni topologie, které nalezi

podprostoru.

Definice 1.5.1. Necht (X, 7) je topologicky prostor a Y je podmnoZina X.
Pak mnozina v = {O N'Y | O € 7} podmnozin Y je topologie na Y, kte-
rou nazveme podprostorovou topologii. Topologicky prostor (Y, 7y) nazveme

podprostorem prostoru (X, 7).

Piiklad 1.5.2. Méjme mnozinu X = {a, b, ¢, d, e, f}, na ni topologii 7 =
{X, 0, {e}, {a, b}, {a, b, e}, {c, d, e}, {c, d, e, [}, {a, b, ¢, d, e}} amnozinu
Y ={b, ¢, f}.
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Pak podprostorovou topologii na podprostoru Y je v = {{b, ¢, f}, 0, {b},

{e, 1}, {c}, {b, c}}.

Podprostorova topologie splituje definici topologie 1.1.1, nebot ,,vyneché-
vané“ odebirame vzdy ze vSech otevienych mnozin (takze body odebrané ze

skupiny otevienych mnozin jsou odebrané i z jejich sjednoceni a pruniku).

Cviceni 1.5.1. V nasledujicich piipadech je vzdy dan topologicky prostor
(X, 7) a mnozina Y C X. Jak vypadaji oteviené mnoziny podprostorové

topologie na Y'?

a) X = {17 27 37 47 5}7 T = {X7 Q)7 {1}7 {27 3}7 {17 27 3}7 {27 37 5}7
{1,2,3,5},{2,3,4,5}}, Y ={1, 3, 5}.

b) X = R, eukleidovska topologie, Y = Z.

c) X =R, eukleidovska topologie, Y = (—o0, 0) U (1, 5).

Bonus: Furstenbergiuv dikaz nekonecnosti
prvocisel

Bonusova ¢ast této kapitoly prezentuje jedno necekané vyuziti topologie v jiné
oblasti matematiky. Predvedeme dukaz Eukleidovy véty o prvocislech, coz
je zndmé tvrzeni z teorie ¢isel. Cteni této ¢asti neni pro pochopeni dalsiho
materialu nutné, dukaz nicméné uvadime jakozto zajimavost.

Topologicky dukaz Eukleidovy véty o prvocislech poprvé publikoval tehdy
dvacetilety student matematiky Hillel Furstenberg, a to v roce 1955. Furs-
tenberguv dikaz sice nenf prvnim dikazem této véty,® pro nés je vsak zajima-
vy tim, ze vyuziva pouze nejzakladnéjsich topologickych pojmu a aplikuje je

v naprosto odlisné ¢asti matematiky.

Véta 1.6.1 (Eukleidova véta o prvocislech). Existuje nekoneéné mnoho

prvocisel.

3Klasicky diikaz poskytl ve 4. stoleti pied nasim letopoétem sam Eukleidés.
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Furstenberguv dukaz je postaven na vhodném definovani topologie, a to
na mnoziné celych ¢&isel Z. Samotnou vétu pak dokazeme sporem, pricemz

vyuzijeme vlastnosti zavedené topologie.

Dukaz. Méjme aritmetickou posloupnost P(a, b) danou predpisem P(a, b) =
{an+b| n € Z}. Kazda posloupnost P(a, b) tedy vznikne tak, ze vezmeme
mnozinu celych ¢isel Z, kazdy jeji prvek n vynésobime ¢islem a a k vyslednému
¢islu pricteme b.

Topologii na mnoziné Z definujeme néasledovné: kazda oteviend mnozina
je bud libovolnym sjednocenim posloupnosti P(a, b), kde a # 0, nebo se
jednd o prazdnou mnozinu.

Pro nas dukaz budou dulezité dvé vlastnosti této topologie:

1. Kazda posloupnost P(a, b) je zaroven oteviend i uzaviena.

Doplnék do mnoziny celych ¢isel 1ze totiz pro libovolnou posloupnost
P(a, b) zapsat jako sjednoceni jinych otevienych posloupnosti nésledu-
jicim zpusobem:

a—1

Pa,b) =27\ | P(a, b+ k)

2. Doplnék konecné neprazdé mnoziny nemuze byt uzaviend mnozina.

Kazda neprazdna oteviend mmnozina je totiz nekonecnou posloupnosti

¢isel a koneéna mnozina tak nemiuze byt oteviend.

Nyn{ necht p znaci libovolné prvoéislo. Uvazme vsechny P(p, 0), tedy
posloupnosti sestéavajici ze vsech celociselnych nasobku prvocisel. Jelikoz je-
dinymi celymi ¢isly, které nepatii mezi celoc¢iselné nésobky prvocisel jsou 1

a —1, plati rovnost:

U P o=2\{-11}

p

Pokud by existovalo pouze koneéné mnozstvi prvocisel, byla by leva strana

rovnice sjednocenim kone¢ného poctu mnozin, které jsou podle 1. vlastnosti
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uzaviené, a tedy by byla uzaviena. Podle 2. vlastnosti vSak prava strana

rovnice naopak nemuze byt uzaviena, ¢imz jsme dosli ke sporu. O
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Reseni cvicéeni

Cviceni 1.1.1.
Resend. Topologie na mnoziné A = {a, b}: 1 = {X, 0}, = = {X, 0, {a}},
3 ={X, 0, {b}}, u = {X, 0, {a}, {D}}.
Topologie na mnoziné B = {a, b, c}: 1 = {X, 0}, » = {X, 0, {a}},
T3 ={X, 0, {b}}, u ={X, 0, {c}}, 5 = {X, 0, {a, b}}, 76 = {X, 0, {b, c}},
=X, 0, {q, c}}, s = {X, 0, {a}, {a, b}}, 79 = {X, 0, {b}, {a, b}},
mi0 ={X, 0, {c}, {a, b}}, T ={X, 0, {a}, {0, c}},
T2 = {X, 0, {0}, {b, c}}, ms = {X, 0, {c}, {b, c}},
T ={X, 0, {a}, {a, c}}, 75 = {X, 0, {0}, {a, c}},
mi6 ={X, 0, {c}, {a, c}}, 7z ={X, 0, {a}, {0}, {a, b}},
mis = {X, 0, {0}, {c}, {b, c}}, mo = {X, 0, {a}, {c}, {a, c}},
720 ={X, 0, {a}, {a, b}, {a, c}}, 721 = {X, 0, {b}, {a, b}, {b, c}},
T2 ={X, 0, {c}, {b, ¢}, {a, c}}, 23 = {X, 0, {a}, {0}, {a, b}, {b, c}},
T = {X, 0, {a}, {0}, {a, b}, {a, c}}, 725 = {X, 0, {0}, {c}, {a, b}, {b, c}},
726 = {X, 0, {b}, {c}, {b, ¢}, {a, c}}, 77 = {X, 0, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}},
78 = {X, 0, {a}, {c}, {0, ¢}, {a, c}},
720 = {X, 0, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {b, ¢}, {a, c}}.
Cviceni 1.2.1.
Resent. 0, X, {a, ¢, d, e, f}, {a, b, d, e, f}, {a, d, e, f}, {b, d, f}, {a, b, e},
{d. [}, {a, e}, {b}
Cviceni 1.2.2.
Resend. {I} - obojetnd, {n} - uzaviend, {I, m} - ani oteviend, ani uzaviena,

{m, n} - uzaviena, {k, [, m} - oteviend, {k, [, m, n} - obojetnd
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Cviceni 1.3.1.

Resend. Zatnéme diskrétnim topologickym prostorem. Jelikoz diskrétni topo-
logie obsahuje vSechny podmnoziny prostoru, doplnék jakékoliv podmnoziny
topologického prostoru musi byt otevieny. Vsechny podmnoziny diskrétniho
prostoru jsou tak musi byt uzaviené.

Indiskrétni topologicky prostor obsahuje jen dvé oteviené mnoziny - cely
topologicky prostor a prazdnou mnozinu. Tyto dvé mnoziny jsou si navzajem
svymi doplinky, tedy jsou zaroven uzaviené.

Cviceni 1.3.2.

Resent. Tento pocet je z definice roven poétu podmnozin n-prvkové mnoziny.
Pokud vybirdme podmnoziny z n-prvkové mnoziny, mame pro kazdy z jejich

n prvki dvé moznosti - bud’ ji vybereme, nebo ne. Tento pocet je tak 2".
Cviceni 1.4.1.

Resend. Neni, nebof jeji pravy krajni bod nemtize byt prvkem zadného otevie-

ného intervalu, ktery by byl podmnozinou A.
Cviceni 1.4.2.
Resent.

a) Uzaviend mnozina - dopliikem je sjednoceni dvou otevienych intervalu

(—o0, ) U (x, 00).
b) Uzaviend mnozina - doplikem je sjednoceni otevienych intervalu.
¢) Oteviend mnozina - (0, 00) je otevieny interval.
d) Uzaviena mnozina - (0, 00) je uzaviend mnozina.

e) Ani oteviend, ani uzaviend - nenf oteviend, nebot p nenf prvkem zadné
oteviené podmnoziny (p, ¢), jmenovité p € (p, ¢) a neni uzaviend, ne-
bot ¢ neni prvkem zddné oteviené podmnoziny doplitku (p, q), tedy

mnoziny (—oo, p) U (g, o0) jmenovité ¢ & (—oo, p) U (g, 00).
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Cviceni 1.4.3.

Reseni. Obojetné jsou pouze R a (), pokud je totiz jind podmnozina R
oteviend, je sjednocenim jednoho ¢i vice otevienych intervalu a jejim do-
plnek je vzdy sjednoceni uzavienych intervalu, coz je vzdy jediné uzaviend

mnozina.
Cviceni 1.5.1.

Resent.
a) Ty = {{17 3, 5}’ @, {1}a {37 5}’ {3}7 {17 3}}

b) V podprostorové topologii musi byt oteviend kazdd mnozina {z}, © € Z,
nebot prunik apiiklad kazdého intervalu (x — 1, x + 1) s {z} je {z}.
Podprostorova topologie na Z je tak topologie diskrétni, podle véty
1.3.2.

¢) Naintervalu (—oo, 0) jsou oteviené vsechny oteviené intervaly. Vsechny
oteviené intervaly jsou oteviené rovnéz v ramci intervalu (1, 5). Déle
jsou oteviené vSechny zleva uzaviené intervaly (1, a), kde 1 < a <5
a viechny zprava uzaviené intervaly (b, 5), kde 1 < b < 5. Oteviené

jsou samoziejmeé také libovolnd sjednoceni popsanych intervalii.

Podmnoziny (0, 1) U (5, o0) byt oteviené nemohou, nebot nendlezi

podprostoru.
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Kapitola 2
O mnozinach

Ted, kdyZ jsme obezndmeni s tim, co vlastné topologické prostory jsou, je
na Case naucit se s nimi pracovat.

Jak jsme si jiz stacili vSimnout, k topologickym prostorum neodmysli-
telné patii mnoziny — kazdy topologicky prostor je mnozinou. V této kapi-
tole se proto zblizka podivame pravé na né. Naucime se mnoziny popiso-
vat a seznamime se s nékterymi jejich (topologicky) dulezitymi vlastnostmi
a soucastmi. Budeme se na né divat o¢ima topologa.

Néktera z nasledujicich pojmenovani, jez se mnozin tykaji, naim mohou,

ne nahodou, byt povédoma z jinych oblasti matematiky.

2.1 Limitni body aneb derivace mnoziny

Na redlnych ¢islech je definovan veelku intuitivni pojem limity. Méjme napti-
klad posloupnost ¢isel zacinajici jednickou a kazdy dalsi ¢len vytvorime jako
polovinu piedeslého. Pak kazdy dalsi ¢len této posloupnosti se vice a vice blizi
nule, avSsak zadny clen posloupnosti se nule rovnat nemuze. Nulu bychom
nazvali limitou takové posloupnosti.

Limitni body jsou obdobou limit posloupnosti. Jelikoz se jedna o zo-
becnéni na mnohem 8§irsi skupinu objektu, na libovolny topologicky prostor,

jejich vyznam jiz tak jasny neni. Daji se vSak pomoci nich definovat dalsi
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pojmy, ¢ehoz budeme chtit dosahnout.

Dodejme, ze prvkum topologického prostoru X se tika body.

Definice 2.1.1. Necht A je podmnoZina topologického prostoru (X, 7). Bod
x € X nazveme limitnim bodem mnoziny A, pokud kazda oteviena mnozina

obsahujici x obsahuje bod y € A ruzny od =x.

Cviceni 2.1.1. V roviné je dan topologicky prostor X, kde otevienymi
mnozinami jsou pravé mnoziny Oq, O,, O3, Oy spolu se vSemi jejich sjedno-
cenimi a pruniky, dale mnozina A C X a body a, b, ¢, d, e, f, viz obrazek
2.1. Poznamenejme jesté, ze ¢ je jediny spole¢ny bod mnozin A a Oy. Které

ze zminénych bodu jsou limitnimi body mnoziny A?

) p .e / N . - \\
O PY PN
\M2  fCc Lo\
il o | [\01 ° J
| O - 1
\ 4 (/'/d /\ f j.b . A
\ S \\ | Y
O

Obrazek 2.1: Prostor X s body a, b, ¢, d, e, f

Z posledniho cviceni je patrné, ze limitni bod mnoziny miuze, ovsem ne-

musi, byt prvkem této mnoziny.

Definice 2.1.2. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak

derivaci mnoziny A rozumime mnozinu vSech jejich limitnich bodu. Znacime
Al

Cviceni 2.1.2. Méjme mnozinu X = {1, 2,3, 4,5, 6} a na ni topologii
T=1{X, 0, {1}, {4,6}, {1, 4, 6}, {1, 2, 3, 5}}. Urcete derivaci mnoziny A =
{1, 2, 3}.

Cviceni 2.1.3. Jaka by byla derivace mnoziny A z obrazku 2.17

Cviceni 2.1.4. Dokazte, ze body diskrétniho prostoru nejsou nikdy limitni.
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2.2 Okoli bodu

S limitnimi body tzce souvisi pojem okoli.

Zatimco u nékterych mnozin je ocividné, kdy jsou si dva prvky , blizké*
(¢iselné mnoziny, geometrie), u nékterych uz to tak jasné byt nemusi. Proto
topologové prisli s terminem okoli. Okoli nam udavé, kdy jsou si ,blizké“
néjaké body topologického prostoru, konkrétné které body jsou v okoli jiného.
Jelikoz topologické prostory obecné nenesou informaci o vzdalenostech svych

bodu, vyuzivame k tomu otevienych mnozin.

Definice 2.2.1. Necht (X, 7) je topologicky prostor, A je podmnozina X
a x € A. Mnozinu A nazveme okolim bodu =z, pokud existuje oteviend
podmnozina A obsahujici x.

Pokud je okoli A zaroven otevienou mnozinou, iikde mu otevrené okoli.

Obrazek 2.2: Okoli A a oteviené okoli Ap bodu =

Ziejmé tak kazdé otevienda mmnozina je otevienym okolim pro vsSechny

body, které obsahuje. To se dé vyuzit v dukazu nasledujici véty.

Véta 2.2.2. Necht (X, 7) je topologicky prostor a A C X. Mnozina A je

oteviend, pravé kdyz kazdé x € A ma oteviené okoli N, C A.

Diikaz. Tvrzeni rozdélime na dvé implikace, které dokdzeme zvlast.

Pokud je A oteviena mnozina, muzeme za okoli N, kazdého z € A zvolit
pravé mnozinu A, tedy prvni implikace plati.

Pokud ma kazdé = € A oteviené okoli N,, pak A je sjednoceni vSech N,

coz je jakozto sjednoceni otevienych mnozin oteviend mnozina. n
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Cviceni 2.2.1. Mohou v topologickém prostoru existovat body bez okoli?

Cviceni 2.2.2. Preformulujte definici limitniho bodu 2.1.1 tak, abyste pouzili

pojem (oteviené) okoli.

2.3 Uzavér mnoziny

Jednim z nejvice frekventovanych pojmu v obecné topologii je uzavér mnoziny.
Snad proto mé uzaver, stejné jako cetné dalsi matematické pojmy, nékolik
ekvivalentnich definic. My si uvedeme dvé z nich, jednu pomoci derivace

mnoziny, druhou vyuzivajici uzavienych mnozin.

Definice 2.3.1. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak

mnozinu A U A’ nazyvame uzdvérem mnoziny A, znatime A.

Vratme se jesté jednou k definici limitniho bodu. Snadno nahlédneme, Ze
pokud v této definici povolime, aby se y rovnalo z, ziskame bod uzavéru.
Lze dokazat, ze mnozina A U A’ je vzdy uzaviend, my tak vSak ¢init

nebudeme, nebot to piimo plyne z nasi druhé, ekvivalentni definice.

Definice 2.3.2. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak
uzdvérem mnoziny A rozumime prunik vSech uzavienych mnozin, které A

obsahuji.

Obrazek 2.3: Uzavér mnoziny (U, U, jsou uzaviené mnoziny)

35



7 toho hned vyplyvé, ze A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A.
Z¥ejmé tak plati, ze kazd4 mnozina je podmnozinou svého uzavéru, A C A,
pricemz rovnost nastava prave, kdyz je A uzaviend mnozina.

Abychom byli iplné korektni, dokazme jesté, ze nase dvé definice skutecné

popisuji tu samou véc, tedy ze jsou ekvivalentni.
Véta 2.3.3. Definice 2.3.1 je ekvivalentni s definici 2.3.2.

Diikaz. Uzaviené nadmnoziny A oznacime B;, jejich prunik je pak (.., B;
pro néjakou mnozinu indexu 1.
Tvrzeni dokazeme neptimo, neboli budeme dokazovat ekvivalenci

r g€ AU A <= z¢&()..; B Predvedeme dukaz implikace = ¢

x & AU A’ pricemz obracena implikace by se dokazala tak, ze cely dukaz

iel iel B, =
obratime a budeme postupovat opacné.

Pokud = & (,c; Bi, musi existovat néjaké By, které neobsahuje z, x ¢ B,.
Bod z tak jisté nalezi doplnku By, z € X \ By. Jelikoz By je z definice 2.3.2
uzaviend nadmnozina A, je X \ By oteviend mnozina, kterd je disjunktni s
A. Vime tedy, ze existuje oteviené okoli bodu z, které neobsahuje nic z A a

z definice limitniho bodu tak z ¢ A U A’. O

Cviceni 2.3.1. Méjme mnozinu X = {a, b, ¢, d, e} s topologii
T=1X, 0, {c}, {c, d}, {a, ¢, e}, {a, ¢, d, e}. Najdéte uzavéry néasledujicich
mnozin: {b}, {a, b}, {a, ¢}, {b, d, e}, 0.

Pro teseni tloh v této préci je velmi uzitecnd nasledujici implikace.
Véta 2.3.4. Pro kazdé dvé podmnoziny A, B topologického prostoru plati:
ACB = ACB.

Diikaz. Vime, ze B C B, tedy uréité A C B C B. Uzavérem mnoziny A
tak zfejmé musi byt bud B nebo néjaka jeji uzaviend podmnozina, takze
A C B O

Zde je treba zduraznit, ze obracend implikace pravdiva neni. Presvédéme

se na piikladu.
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Piiklad 2.3.5. Méjme mnoziny A = (1;3) a B = (1;3) \ {2} s béznou
topologii. Uzdvéry obou mnozin jsou rovny (1;3) a spliuji tak podminku
A C B. Ziejmé véak A € B.

Véta 2.3.6. Pro kazdé dvé mnoziny A, B libovolného topologického prostoru
plati AU B=A U B.

Diikaz. Dokdzeme zvlgst tvrzeni AU B € AUBa AUB C AU B.
Pokud plati obé zaroven, dokazovana véta musi platit.

Protoze A C AU BaB C AU B, ztejmé AiB jsou podmnozinami
A U B. Pak i pro jejich sjednoceni A U B musi platit A U B C A U B.

Déle vime, 2¢ A C Aa B C B, proto AUB C AUB. AUB
je sjednoceni dvou uzavienych mnozin, je tedy také uzavienou mmnozinou.
Uzévér mnoziny A U B je pak z definice bud A U B nebo jeji podmnozina,
z ¢ehoz plyne AUBC AU B.

Tedy AU B=A U B. O]

Dalsimi vlastnostmi uzavéru se zabyva nasledujici uloha. Jeji feseni je
oproti cvicenim, kterd jsme zatim potkali, o néco narocénéjsi, presto viele
doporucujeme se o fesSeni pokusit, pripadneé si alesponi precist autorské reseni

na konci kapitoly.

Uloha 2.3.2. [25] Dokazte, ze pro vsechny podmnoziny A, B libovolného
topologického prostoru plati:

AN
Sy

NBCAnNB,

a)

b)

|

\BC A\ B.

Ukazte na pifkladu, Ze inkluze nemohou byt nahrazeny rovnostmi.!

IPro fesen{ ¢4sti b) doporucujeme vyuzit definici okoli.
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2.4 Vnitrek mnoziny

Narozdil od uzavéru je vnittek pojem relativné dobie znamy, konkrétné z
geometrie. Tam oznacuje ¢ast roviny, kterou néjaka uzaviena kiivka oddéluje
od zbytku roviny. Napiiklad vnittkem kruznice rozumi geometr kruh bez
této kruznice. Avsak topolog vidi situaci docela jinak. V topologii je definice
vnittku oproti geometrii posunuta a vyzaduje, aby byl vnitfek mnoziny jeji
casti. Topolog by mohl tict, stejné jako geometr, ze vnitikem kruhu je cely
kruh bez kruznice, kterd jej ohranicuje.? Samotnd kruznice s bé&Znou topologif
by pak méla vnitfek prazdny.

O uzavéru a vnittku muzeme uvazovat jako o jakychsi aproximacich
mnozin. Zatimco uzavér k tomuto tcelu vyuziva uzaviené mnoziny, vnitiek

hovofi o mnozinach otevienych.

Definice 2.4.1. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak
vnitrkem mnoziny A rozumime nejvétsi otevienou mnozinu, kterou mnozina

A obsahuje. Zna¢ime Int A3

A 0,
N A//

Obrézek 2.4: Vnitfek mnoziny (O;, Oz jsou oteviené mnoziny)

— IntA \
a / h o, A'

Ocividné kazdd mnozina je nadmnozinou svého vnitiku, Int A C A,
pricemz mnozina je rovna svému vnititku prave, kdyz je oteviena.

Obdobna implikace jako z ¢asti 2.3 o uzaveérech plati i o vnitfcich mnozin.

2Tuto kruznici bychom nazvali hranici kruhu. Vice o hranici v kapitole 2.5.
37 anglického interior.
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Véta 2.4.2. Pro kazdé dvé podmnoziny A, B libovolného topologického pro-

storu plati:
ACB = IntA C IntB.

Dikaz. Vime, ze IntA C A, tedy urcitée IntA C A C B. Vnitikem
mnoziny B tak zfejmé musi byt bud Int A nebo néjaka jeho oteviend nadmnozina,
takze Int A C Int B. O

Obecné opét plati, ze obracena implikace pravdiva neni. Dokazete takovou

implikaci vyvratit?

Cviceni 2.4.1. Najdéte konkrétni piiklad dvou mnozin A, B, pro které
IntA C IntB azaroven A € B.

Déle o vnittku muzeme vyslovit podobnou vétu jako o sjednoceni uzaveéru

(véta 2.3.6). Avsak pozor, narozdil od uzaveéru, u vnittku pojednava o pruniku.

Véta 2.4.3. Pro kazdé dvé mnoziny A, B libovolného topologického prostoru
plati Int A N Int B = Int (A N B).

Diikaz. Dokazeme postupné inkluze Int ANInt B C Int(ANB)alnt(AN
B) C IntAn IntB.

Z definice vnittku Int A C Aa IntB C B. Pak jistée Int AN IntB C
AN B. Vnitiek AN B je tak bud Int AN Int B nebo né&jaka jeji nadmnozina,
proto Int A N IntB C Int(A N B).

Nyni protoze AN B C Aa AN B C B, pak podle véty 2.4.2 také
Int(A N B) C IntA a Int(A N B) C IntB. Nebot Int(A N B) je
podmnozinou obou mnozin Int A i Int B, pak rovnéz Int (AN B) C Int AN
Int B.

Obeé inkluze dohromady davaji rovnost Int AN Int B = Int(ANB). O

Pokud bychom pruniky nahradili sjednocenimi, rovnost by neplatila ve vsech

pripadech.

Cviceni 2.4.2. Pravé jedna z nasledujicich inkluzi je obecné pravdiva. Roz-

hodnéte, o kterou se jedna.
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a) Int AU IntB C Int(A U B).
b) Int(AU B) C Int AU IntB.

Mezi vnitikem a uzavérem existuje jesté jedna souvislost. Lze si vSimnout,
ze pokud vezmeme uzavér dopliku néjaké mnoziny, je vznikla uzaviend

mnozina doplikem k vnitiku ptivodni mnoziny.

Véta 2.4.4. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak
IntA=X\ X\ A.

Diikaz. Vétu rozdeélime na dvé tvrzeni, X \ X \ A C IntA a IntA C
X \ X \ A, jejichz platnost ovéifme zvI4st.

7 definice uzéveru plati, 7e X \ A € X \ 4, z toho X \ X \ A C
X\ (X \ A) = A Protoze X \ A je uzaviend mnozina, je X \ X \ A
mnozina oteviend. Pak vnitikem A je bud X \ X \ A nebo néjaké jeji
nadmnozina, tedy plati, ze X \ X \ A C Int A.

Méjme libovolnou otevienou mnozinu O, kterd je podmnozinou A. Pak
X \ACX\ O. X\ O je uzaviena mnozina, proto uzavérem X \ A je
pravé mnozina X \ O nebo néjaké jeji podmnozina, tedy X \ A C X \ O.
Pro dopliiky poslednich dvou mnozin tak musf platit O € X \ X \ A. To
plati pro jakoukoliv mnozinu O, tedy specielné i pro Int A, takze Int A C
X\ X\ A

Plati tak zaroven X \ X \ A C IntAiIntA C X \ X \ A, proto
IntA=X\ X\ A O

Cviceni 2.4.3. Vyberte pravdiva tvrzeni o vnittku mnoziny v prostoru

(X, 7):
a) Int A C A.
b) Int X = 0.
) X\ A=1Int(X \ A).
d) Prunik vnittku dvou mnozin A, B je uzaviend mnozina.
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Uloha 2.4.4. [25] Podmnozina A topologického prostoru, ktera spliiuje podminku

A = Int A se nazyva oteviena doména.

a) Ovéite, Ze vnitiek uzaviené mnoziny je oteviend doména.?

b) Dokazte, ze prunik dvou otevienych domén je oteviend doména. (Vsimnéte
si, ze sjednoceni dvou otevienych domén nemusi byt oteviena doména.
Kuprikladu pokud A = (1, 2) a B = (2, 3), pak Int (1, 2) U (2, 3) = (1, 3)
aAUB#IntAUB.)

c) Ukazte, ze pro oteviené domény A a B plati, ze A C B pravé kdyz
A C B.

2.5 Hranice mnoziny

Vzpominate jesté na hranici kruhu?

Koncepty uzavéru a vnittku mnoziny nam nadéle vhodné spojuje prave
hranice. Jak jiz nazev napovidd, hranice predstavuje body, které lezi jakoby
,na okraji“ mnoziny. Napiiklad pokud si vezmeme uzavieny interval (1, 2)
s béznou topologii, jeho hranici budou pravé jeho krajni body 1, 2. To samé
by platilo i pro otevieny interval (1, 2).

Formalné se jednd o vSechny body, které sice lezi v uzavéru mnoziny, ale
ne v jejim vnitiku. Body hranice tak mohou, ale nemusi byt soucasti puvodni

mnoziny, tak jako tomu je se zminénymi intervaly.

Definice 2.5.1. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak
hranici mnoziny A rozumime rozdil jejtho uzévéru a vnittku, A \ Int A.

Znacime 0 A.

Diky vété 2.4.4 se hranice da popsat i jako prunik uzavéru dvou kom-
plementarnich mnozin. Nasledujici véta ukazuje, ze takova definice by byla

ekvivalentni s nasi puvodni definici 2.5.1.

4Tzn. A z definice v zadani nahradime Int U, kde U je uzaviens mnozina.
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Obréazek 2.5: Hranice mnoziny

Véta 2.5.2. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Pak
A\ IntA=9A=ANX \ A

Diikaz. Necht x € A \ Int A. Pak ziejmé © € A a x ¢ Int A. Protoze
x & IntA, jiste x € X \ IntA. Z véty 2.4.4 ovsem vime, ze X \ Int A =
X \ A. Tedy z je zéroveii prvkem A a X \ A, nacez z € AN X \ A. Proto
A\ IntAC AN X\ A

Opacnou inkluzi bychom ziskali pouhym obracenim argumentu. m

Obcas se hodi uvazovat o hranici pravé takto. Navic z tohoto tvrzeni
hned vyplyv4, Ze hranice je vzdy uzaviend mnozina, nebot je prunikem dvou

uzavienych mnozin.

Cviceni 2.5.1. Méjme prostor (X, 7) a v ném mnozinu A. Rozhodnéte,

ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva a ktera nikoliv.
a) IntA=0A\ A.
b) Mnozina A je obojetnd, pravée kdyz 0 A = ().
c) (X \A)UA=0A.
d) 9(X \ A)=0A.

Uloha 2.5.2. [25] Oveérte, ze pokud mnoziny A a B spliiuji podminku
ANB=0=ANDB,pak 90(AUB)=0A U IB?
>Pokuste se dokdzat alespoit inkluzi @ (A U B) C 9 A U d B. K ditkazu opaéné inkluze

Ize dobie pouzit dukaz sporem.
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2.6 Husta a ridka mnozina

Nékteré mnoziny mohou byt doslova husté.

Definice 2.6.1. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7).
Mnozinu A nazveme v X hustou, pokud je jejim uzdvérem cely prostor X,

A=X.

Husta je napiiklad mnozina racionédlnich ¢isel Q v R s eukleidovskou

topologii.
Véta 2.6.2. Mnozina Q je v R husta.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, ze Q # R. Pak existuje bod = takovy, ze
r € R\ Q. Mnozina R \ Q je v R oteviend, takze existuji realnd ¢isla a, b,
kdy a < b, pro ktera plati, ze x € (a, b)) € R\ Q. V kazdém intervalu (a, b)
vsak existuje racionalni &islo g, tedy g € (a, b). Jisté tak ¢ € R \ Q a protoze
Q C Q, pak ¢ € R \ Q. To je spor, nebot ¢ € Q. Tedy Q = R. O

Opakem hustych mnozin jsou mnoziny ridké, navzdory svému nédzvu neméné

zajimavé.

Definice 2.6.3. Necht B je podmmnozina topologického prostoru (X, 7).
Mnozinu B nazveme v X 7idkou, pokud vnittkem jejiho uzavéru je prazdna

mnozina, Int B = .

Pozoruhodnym piikladem 7idké mnoziny je fraktdlni mnozina znama jako
Cantorovo diskontinuum. Fraktaly obecné vznikaji tak, ze porad dokola opa-
kujeme néjaky vétsinou jednoduchy krok, ¢imz ovsem mohou vznikat velmi
slozité vypadajici struktury.

K vytvotreni Cantorova diskontinua za¢neme s uzavienou useckou dané
délky (feknéme délky jedna) a nédsledné odebereme jeji otevienou prostiedni
tretinu. V dalsich krocich (iteracich) provedeme to samé s kazdou dalsi vznik-
lou tseckou. Tento proces opakujeme do nekonecna.

Praveé nekonecnost tohoto procesu zarucuje, ze Cantorovo diskontinuum
je v R tidké.
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Obrazek 2.6: Prvnich Sest iteraci Cantorova diskontinua [26]

Véta 2.6.4. Cantorovo diskontinuum je v R fidka mnozina.

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze po kazdém jednotlivém kroku vznikaji isecky
tretinové délky, po n krocich tak mame tsecky délky 3% Jelikoz vsak proces
opakujeme nekonecénékrat, pro kazdou délku usecky d jisté najdeme ptirozené
¢islo k takové, ze 3% < d, z ¢ehoz muzeme vyvodit, ze Cantorovo diskonti-
nuum neobsahuje zadné intervaly. Aby byl jeho vnitfek neprazdny, muselo by
Cantorovo diskontinuum obsahovat otevienou podmnozinu, coz dle definice
1.4.1 nemuze pravé z duvodu absence intervalu. Jeho vnittek je tak prazdny.

Zaroven je Cantorovo diskontinuum jisté uzavienou mnozinou, nebot jeho
doplinkem je sjednoceni vSech otevienych intervalu které jsme odebrali a téch
dvou, jez byly doplnkem vychoziho intervalu do R.

Cantorovo diskontinuum je tedy rovno svému uzavéru, jehoz vnitiek je

proto prazdny, a skutééné se tak jedna o ridkou mnozinou v R. O

Cviceni 2.6.1. Dokazte, ze mnozina nemuze byt husta a tidka zaroven.
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ResSeni cvicéeni a uloh

ReSeni cviceni
Cviceni 2.1.1.
Resend. Limitni body mnoziny A jsou a, b, e, f.

Zduvodnéni: a, b, f jsou vzdy prvky X a jedné z mnozin O;, O3, které
maji neprazdny prunik s A; e je prvkem oteviené mnoziny X, nadmnoziny
A; ¢ je prvkem Oy, ktera vsak neobsahuje jiny prvek z A; d je prvkem Oy,
ktera ma prazdny prunik s A.

Cviceni 2.1.2.

Reseni. A’ = {2, 3, 5}

Cviceni 2.1.3.

Resend. Vsechny body topologického prostoru kromé mnoziny O, a bodu c.
Cviceni 2.1.4.

Resend. Necht z je libovolny bod v diskrétnim topologickém prostoru. Jed-
noprvkovd mnozina {x} je v ném jisté oteviend a jelikoz neobsahuje zadny

jiny bod, x nemuze byt limitnim bodem zadné mnoziny.
Cviceni 2.2.1.

Resend. 7 definice by to byl takovy bod, ktery nenf prvkem zadné oteviené
mnoziny. Takovy bod v8ak neexistuje, nebot cely topologicky prostor je vady

oteviend mnozina. Tedy kazdy bod mé néjaké okoli.
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Cviceni 2.2.2.

Reseni. Nechf A je podmnozina topologického prostoru (X, 7). Bod x € X
nazveme limitnim bodem mnoziny A, pravé kdyz kazdé (oteviené) okoli bodu

x obsahuje bod z A ruzny od z.

Cviceni 2.3.1.

Resent. {b} = {b}, {a, b} = {a, b, ¢}, {a, ¢} = X, {b, d, e} = {a, b, d, e},
0

Cviceni 2.4.1.

Resent. Existuje nekoneéné mnoho spravnych feseni, uvedme jeden piiklad.
Necht A = (1, 3) a B = (1, 3). Pak Int A = Int B = (1, 3), tedy inkluze

Int A C Int B je pravdiva, ovsem A ¢ B.

Cviceni 2.4.2.

Resend. Obecné plati a) Int A U Int B C Int(A U B). Protoze ze zadan{
vime, Ze plati pravé jedna inkluze, sta¢i ndam bud ukdzat, Ze plati Int A U
Int B C Int(A U B), nebo najit protipiiklad k Int (A U B) C IntA U
Int B. My uvedeme oba zpusoby.

Jelikoz A € AU BaB C AU B, pak jiste IntA C Int(A U B)
alnt B C Int (AU B). Sjednoceni Int AU Int B je pak ur¢ité podmnozinou
Int (A U B).

Inkluze b) Int (A U B) C Int A U Int B neplati napiiklad, pokud vez-
meme A = (0, 1) a B = (1, 2). V tomto piipadé Int(A U B) = (0, 2)
alnt AU Int B = (0,1)U (1, 2). Ztejme tedy Int (AU B) € Int AU Int B.
Cviceni 2.4.3.

Resent.
a) Pravda.

b) Nepravda. Spravné je Int () = () nebo Int X = X.

¢) Pravda. Dle véty 244 Int (X \ A)=X \ X \ (X \ 4) =X\ A
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d) Obecné nepravda. Prunik kazdych dvou vnittku je jisté oteviend mno-
zina, pokud jsou vSak obé mnoziny obojetné, muze byt i mnozinou

uzavrenou.
Cviceni 2.5.1.
Resent.
a) Nepravda. Spravné je Int A=A\ JA.

b) Pravda. Hranice je totiz prazdna v pifpadé, ze Int A = A, coz plati

pravé kdyz mnozina A je obojetna.
¢) Nepravda. Spravné je (X \ A) N A = JA.

d) Pravda. Z definice hranice a podle véty 2.4.4 plati 0 (X \ A) =
X\NA\Int( X\ A) =X \IntA)\ (X \A) =4\ IntA=0A.

Cviceni 2.6.1.

Resend. Staci ovéfit, ze pokud je mnozina hustd, nemuze byt #{dk4. Topolo-
gicky prostor zna¢me X, jeho hustou podmnozinu A.
Pokud je mnozina A husta v X, je jejim uzavérem cely prostor X. Ten

je viak z definice otevieny, proto Int A = X a A nenf fidkA.

ResSeni uloh
Uloha 2.3.2.a

Resend. 7 definice uzaveéru plati, ze viechny prvky mnoziny nalez svému
uzaveru, neboli A C A a B C B. Pak jisté i véechny prvky primniku A N B
nalezi priniku svych uzévéra, tedy A N B € AN B. A N B je prunik
dvou uzavienych mnozin, takze musi byt také uzavieny. A N B je nejmens
uzaviend mnozina obsahujici A N B, je to tedy bud A N B nebo néjaka jeji
uzaviend podmnozina, jisté tak plati A N B € A N B.

Nyni uvedme pitklad A N B ¢ A N B. Méme mnozinu X = {a, b, ¢}
a na ni topologii 7 = {X, 0, {b}, {b, ¢}}. Uvazujme mnoziny A = {b}
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a B = {a, c}. V tomto topologickém prostoru pak plati A = X, B = {a, c},
ztoho ANB =0 =0 aAn B = {a, c}. Existuje tedy piipad, kdy
AN B C AN B, jak jsme chtéli ukézat.

Uloha 2.3.2.b

Resend. Necht x je libovolnym prvkem A \ B. Budeme chtit dokdzat, Ze
T € A\—B Vyuzijeme k tomu pojmu okoli.

Pokud # € A \ B, jisté x € A. Pak pro kazdé okoli N bodu z platf,
7e N N A # () (nebot pro kazdy bod uzévéru x € A z definice musf platit,
ze kazda oteviena mmnozina, a tedy i vSechna oteviena okoli bodu z a jejich
nadmnoziny N, obsahuje bod z A). Déle kdyz 2 € A \ B, ziejmé 2 nemuize
byt v B, tedy existuje okoli Ny bodu z takové, ze Ny N B = 0, neboli
Ny € X \ B.

Protoze Ny € X \ B, nutné Ny N N C X \ B. Vsechna N, tedy
specidlné i Ny, maji neprazdny prunik s A, proto (Ng N N) N A # ().

Z poslednich dvou vztahu vyplyva, ze (N N N) N (A\ B) #0 (Ny N N
mé neprazdny prunik s A a prdzdny prunik s B). Protoze Ny N N C N,
dostdvame, ze N N (A \ B) # 0 pro vsechna okoli N bodu z. Bod z je
tak bud prvkem mnoziny A \ B nebo je jejim limitnim bodem (nebot pak
obsahuje bod mnoziny A \ B ruzny od z, viz definice 2.1.1), tedy urcité
reA\ B.

Kazdé z € A\ Bjeiprvkem A\ B, proto A\ B C A\ B.

Nésleduje piiklad A \ B C A\—B Zachovejme stejny topologicky pro-
stor (X, 7) a jeho podmnoziny A, B jako v piikladu z feseni ilohy 2.3.1a.
Opét v ném plati, ze A = X, B = {a, ¢}, z toho pak A \ B = {b}
a A\ B = X. Tedy existuje pifpad, kdy A \ B € A \ B, coz jsme chtéli
ukazat.

Uloha 2.4.4.a

Resend. Ozna¢me uzavienou mnozinu U. Chceme dokazat, ze Int U = Int Int U.

Int U je oteviend mnozina, proto Int U = Int (Int U). Trividlné IntU C
IntU. 7 téchto dvou tvrzeni pak IntU = Int (IntU) C IntIntU, takze
IntU C IntIntU.
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Pro dokézani opacné inkluze vychézejme z toho, ze IntU C U. Pak
IntU C U. Jelikoz U je uzaviend mnozina, U = U. Tedy IntU C U.
Z toho Int IntU C IntU.

Dohromady tyto dvé inkluze ddvaji pozadovanou rovnost Int U = Int IntU.
Uloha 2.4.4.b

Reseni. Méjme oteviené domény A a B. Chceme ukdzat, ze A N B =
IntAN B.

Jelikoz A a B jsou oteviené mnoziny, je i jejich prunik A N B oteviena
mnozina a A N B = Int(A N B). Z definice AN B C AN B a proto
Int(AN B) C Int(AN B). Tedy AN B C IntA N B.

Nyni dokdzeme opacnou inkluzi, tedy IntA N B C AN B.

Vychézejme z toho, ze AN B C A.Pakjiste AN B C AalntAN B C
Int A, pticemz Int A je naSe oteviena doména A, takze Int A N B C A.
7 obdobnych divodi Int A N B C B. Vsechny prvky Int A N B tak nélezi
zaroven mnoziné A i B, jisté proto nélezi i jejich pruniku A N B. Tedy
IntANBCANB.

Plati obé z inkluzi AN B C IntAN BalntAN B C AN B, tudiz
ANB=IntAN B.

(Muzeme vidét, ze pokud bychom chtéli stejnym zptisobem provést dukaz

pro sjednoceni dvou otevienych domén, druhd ¢ast dukazu by selhala, protoze

AuB ¢ A)
Uloha 2.4.4.c

Resent. Budeme chtit dokazat dvé implikace, A C B = A C B
aACB= ACB.

Protoze A a B jsou konkrétni podmnoziny topologického prostoru, prvni
implikace plati podle véty 2.3.4.

Dale z véty 2.4.2 vime, ze pokud A C B, pak Int A C Int B. Z definice
oteviené domény A = IntAa B =IntB, takie A C B = A C B.

Plati tedy obé implikace a A C B <= A C B.
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Uloha 2.5.2.

Resend. Dokazeme nejdifve inkluzi 0 (AU B) C 9 AU B, nasledné opacnou
0AUOB C 0(AU B).

Piedpoklddejme, ze z € 9 (A U B). Pak z definice hranice + € A U B
a zéroveii * € Int(A U B). Podle véty 2.3.6 pak © € A U B, tedy z je
prvkem alespoii jedné z mnozin A, B. Bez jmy na obecnosti mizeme zvolit,
7e v € A. Ze cviceni 2.4.2 vime, 7e Int AU Int B C Int (A U B) a jelikoz x
nenalezi mnoziné Int (A U B), nendlezi ani jeji podmnoziné Int A U Int B.
Z toho x € Int A a x € Int B. Takze vime, 7ze v € A \ Int A = 0A, nacez
redAUIB.

Protoze z je libovolny prvek 0 (A U B), platize 0 (AU B) € 0 AU 0 B.

Nyni naopak necht x € 9A U 9 B. Pak nutné x € A V x € 9B, bez
jmy na obecnosti necht x € 9 A. Z definice hranice ndsledné vyplyva, ze
r€ANzEIntA

7 toho, ze x € A plynou dvé véci. Zaprvé, x € A U B a podle véty 2.3.6
tak také x € A U B. Zadruhé, ze zadané podminky A N B = () je jasné, ze
x ¢ B.

Kdyz uz vime, ze v € A U B, staéi ndm dokézat, ze v & Int (A U B). To
provedeme sporem. Predpokladejme tedy naopak, ze x € Int (A U B). Pak
urcité € A U B, nebot ta je nadmnozinou Int (A U B). Jiz jsme zjistili,
7e x € B, proto musi ¢ € A. Z druhé zadané podminky, A N B = (), pak
plyne z ¢ B, jinak feceno x uréité nalezi dopliku B, tedy z € X \ B (pokud
topologicky prostor nazveme X). Protoze mnozina B je z definice uzaviena,
je jeji doplnék X \ B otevieny (jednd se o oteviené okoli bodu x, které
neobsahuje nic z B). Uvazme prinik mnoziny X \ Bs Int(A U B). X \ B
a Int (AU B) jsou oteviend okolf x, protoi (X \ B) N Int (AU B) je oteviené
okoli bodu z. Navic protoze Int (A U B) je podmnozina A U B a X \ B
neobsahuje nic z B, musi (X \ B) N Int (A U B) byt zéroven podmnozinou
A. 7 téchto jeho vlastnosti vyplyva, ze (X \ B) N Int(A U B) C Int A
(Int A je bud rovno (X \ B) N Int (A U B) nebo tuto mnozinu obsahuje).

To by znamenalo, ze z € Int A, coz je kyzeny spor (jiz jsme totiz ukazali, ze
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x & IntA).

Tudiz z ¢ Int (A U B), nacez x € 0 (A U B). Plati tedy rovnéz inkluze
JAUOB C 0(AU B).

Za danych podminek tak 0 (A U B) =0A U 0 B.
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Kapitola 3
(Ne)homeomorfni prostory

Homeomorfismy jsou jednim z nejzajimavéjsich konceptu topologie.

Neformalné feceno, homeomorfismy popisuji, jak muzeme topologické pro-
story deformovat tak, aby si zachovaly své topologické vlastnosti. Pokud mezi
dvéma prostory existuje homeomorfismus, jsou tyto prostory z topologického
hlediska stejné.

Protoze se topologie nezabyva geometrickymi vlastnostmi, jako jsou vzdale-
nosti nebo uhly, muzou navzdjem homeomorfni prostory vypadat dosti ruzné.
Podle klasického matematického vtipu topolog napiiklad nepozna rozdil mezi

hrneckem a donutem - v obou piipadech se jedna v podstaté o torus.

Obrazek 3.1: Homeomorfni deformace hrnecku do koblihy [27]

Diky této vlastnosti se topologii zacalo prezdivat , gumova geometrie.
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Vzhledem k tomu, Ze se topologie nezabyva pouze geometrickymi objekty, je
vSak toto oznaceni ponékud nepfesné.
Topologie zkouma takové vlastnosti prostoru, které jsou zachovavany pii

homeomorfnich deformacich.

3.1 Spojité zobrazeni

Pro zavedeni homeomorfismu je vhodné nejprve znat pojem spojitého zob-
razeni. Kazdy homeomorfismus je totiz pravé takovym zobrazenim.

Pro tiplnost uved'me nejprve definici zobrazeni obecné.

Definice 3.1.1. Necht X, Y jsou mnoziny a kazdému x € X je prifazen
pravé jeden prvek mnoziny Y, ktery budeme znacit f(z). Pak fekneme, ze f

je zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y, coz znacime f: X — Y.
Spojité zobrazeni nésledné definujeme s pomoci otevienych mnozin.

Definice 3.1.2. Necht (X, 7) a (Y, 7/) jsou topologické prostory a f zob-
razeni z X do Y. Pak f: (X, 7) — (Y, 7') nazveme spojitym zobrazenim,
pokud pro kazdou mnozinu otevienou v Y plati, Zze jeji vzor je oteviena

mnozina v X.

\
—
/

. A, L

ot [ [ 8
l ' i —% - 2 ,‘
A, -

Obrézek 3.2: Spojitost (A;, B; jsou oteviené v X, Y')

Piiklad 3.1.3. Méjme zobrazeni f : R — R dané predpisem f(x) = 2z

pro vSechna redlnd x. Ziejmé pak vzorem kazdé oteviené mnoziny je jina
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oteviend mnozina, napiiklad vzorem kazdého otevieného intervalu (a, b) by

a b

byl otevieny interval (5, 5). Funkce f je tedy spojita.

3.2 Homeomorfismus

Formélné je homeomorfismus zobrazeni, které jeden topologicky prostor zob-
razi na druhy zptusobem popsanym v nasledujici definici. Prostory, mezi nimiz
existuje homeomorfismus, jsou z topologického hlediska shodné a maji stejné

topologické vlastnosti.

Definice 3.2.1. Necht (X, 7) a (Y, 7) jsou topologické prostory. O téchto
prostorech fekneme, ze jsou homeomorfni, pokud existuje zobrazeni

f: X — Y s nasledujicimi vlastnosti:
(i) f je bijektivni (kazdy obraz v Y mé pravé jeden vzor v X),?!
(ii) f je spojité,

(iii) f~! je spojité.?

Zobrazeni f nazveme homeomorfismem mezi (X, 7) a (Y, 7'). Zapisujeme
(X, 1) = (Y, 7).

Pokud tedy chceme ukazat, ze dva prostory jsou homeomorfni, musime
mezi nimi najit homeomorfismus. Kdybychom chtéli dokazat, ze dva prostory
homeomorfni nejsou, musime najit néjakou topologickou vlastnost, kterou
nemaji spole¢nou. O nékolika topologickych vlastnostech si povime v ¢asti
3.3.

Pokud slozime dva homeomorfismy, ziskame opét homeomorfismus, jak

dokazuje nasledujici véta.

I'Neboli body mnoziny X sparujeme s body mnoziny Y tak, Ze z4dné nebudou piebyvat
a zadné nebudou ve vicero parech.
2Existence inverzniho zobrazeni f~! k funkci f vyplyva z bijektivity - body jsou mezi

mnozinami X a Y spdrované, proto muzeme zobrazeni ,,obratit .
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Véta 3.2.2. Necht (X, 7), (Y, 7/) a (Z, 7") jsou topologické prostory. Pak
plati, 7e pokud (X, 7) = (V, ) a (¥, 7) = (Z, ), pak (X, ) = (7, 7). *

Diikaz. Vychézime z toho, ze mezi prostory (X, 7) a (Y, 7') existuje home-
omorfismus f a mezi (Y, 7') a (Z, 7)) homeomorfismus g, tedy f a g maji
vlastnosti z definice 3.2.1. Potfebujeme ovéfit, ze tyto vlastnosti mé i slozené

zobrazeni go f.*

i) Vime, ze kazdy bod ze Z mé pravé jeden vzor v Y a kazdy bod z Y ma
i) Vi ze kazdy bod ze Z ma prave jed Y a kazdy bod z Y ma
pravé jeden vzor v X, tedy kazdy bod ze Z mé pravé jeden vzor v X.

Slozené zobrazeni g o f je tedy bijektivni.

(ii) Vzorem kazdé oteviené mnoziny ze Z je oteviena mnozina v Y a vzorem
kazdé oteviené mnoziny z Y je oteviend mnozina v X, tedy g o f je

spojité zobrazeni.

(iii) Obrazem kazdé oteviené mnoziny z X je oteviend mnozina v Y a ob-
razem kazdé oteviené mnoziny z Y je oteviend mnozina v Z, tedy go f

ma spojité inverzni zobrazeni.
O

Déle pokud vezmeme zobrazeni inverzni k homeomorfismu f, ziskdme
ziejmé opét homeomorfismus (f~! musi byt z definice spojité a bijektivni,

(f7H)7" = f je spojité).

Cviceni 3.2.1. Vychéazejte z definice homeomorfismu. Pro¢ nemohou byt

mnoziny {1} a (0, 1) homeomorfni?

3.2.1 Homeomorfni prostory

Podivejme se nyni na konkrétni piiklady homeomorfnich topologickych pro-
storu. Na nich je dobfe vidét, jak muzou homeomorfismy topologické prostory

meénit a jaké vlastnosti nezachovavaji.

3Této vlastnosti itkdme tranzitivita.
47Z4pis g o f znamend, Ze nejdifv provedeme f a potom g.
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Napiiklad nasledujici véta o otevienych intervalech mimo jiné dokazuje,
7e délka neni topologicks vlastnost, nebot homeomorfni intervaly mohou byt

ruzné dlouhé.

Véta 3.2.3. Kazdé dva oteviené intervaly (a, b) a (¢, d) jsou navzdjem ho-

meomorfni.

Diikaz. Dokazeme, ze libovolny interval (a, b) je homeomorfni s intervalem
(0, 1). To bude k dokdzani nasi véty stacit, nebot pokud je (a, b) jakykoliv
otevieny interval, pak je s (0, 1) homeomorfni i interval (¢, d) a podle véty
3.2.2 tak intervaly (a, b) a (¢, d) musi byt homeomorfni.

Potiebujeme tedy najit homeomorfismus mezi intervaly (0, 1) a (a, b),
konkrétné urcime zobrazeni f : (0,1) — (a, b), u kterého ovéiime, ze je
skutec¢né homeomortfni.

Takovym zobrazenim muze byt napiiklad f(x) = (b — a)x + a. Pro¢
prave tohle zobrazeni? Interval (a, b) ma délku b—a, tedy (b—a)x v predpisu
zobrazeni ndm zarucuje, ze interval (0, 1) bude mit po zobrazeni pozadovanou

délku. Zacinal by vsak v 0, proto jej jesté cely musime posunout o + a.

. -

Obrazek 3.3: Zobrazeni f(z) = (b—a)z +a

Nase zobrazeni je linearni funkci, kde se na sebe zobrazi odpovidajici
krajni body, je tedy urcité bijektivni. Déle také ziejmé obrazem kazdého
otevieného intervalu v (0, 1) je otevieny interval v (a, b) (obrazem kazdého
intervalu (p, ¢) € (0, 1) je (b —a)p + a, (b —a)g + a)). Jelikoz vSechny

oteviené mnoziny v (0, 1) jsou sjednocenim otevienych intervali, musi kazda
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oteviend mnozina v (0, 1) mit jakozto obraz otevienou mnozinu v (a, b). Tedy
f~1je spojité. Z obdobnych ditvodt je spojité i f.
Tedy (a, b) = (c, d). O

Identickym zpusobem by se dalo dokazat, ze vSechny uzaviené intervaly
jsou homeomorfni.

Typickou ukazkou topologicky shodnych prostoru jsou ¢tverec a kruh.
Tento ptiklad dobfe ilustruje, jak 1ze topologické prostory homeomorfné de-
formovat.

Pro tcely této prace zvolime ¢étverec a kruh odpovidajicih rozmeéru, nebylo
by vSak o moc tézsi ukazat, ze homeomorfni je libovolna dvojice ¢tverce s

kruhem.

Véta 3.2.4. Méjme ctverec a kruh takovy, ze prumér kruhu je délkou strany

¢tverce. Takovy ¢tverec a kruh jsou homeomorfni.

Diikaz. Ctverec a kruh necht majf spoleény stied S. Na obou dtvarech uvazu-
jeme podprostorovou topologii indukovanou na R2. Dokazme nejdiive, Ze
jejich hranice jsou homeomorfni.

Zobrazeni z kruznice na hranici ¢tverce zavedeme nasledovné: kazdym
bodem kruznice vedeme ze sttedu .S poloptimku, obrazem bodu na kruznici je
pak bod, ve kterém dana poloptimka protne hranici ¢tverce, jak je naznaceno
na obrazku 3.4.

Nyni ovétime, ze takové zobrazeni ma vSechny vlastnosti homeomorfismu
z definice 3.2.1.

(i) Je zfejmé, ze polopiimky protinaji jak kruznici, tak hranici ¢tverce

pravé v jednom bodé, zobrazeni je tedy urcité bijektivni.

(ii) Kazda oteviend mnozina na kruznici (coz jsou mnoziny bodu kruznice
seviené mezi dvéma jejimi body, nebo sjednoceni nékolika takovych)
se zobrazi do oteviené mnoziny na hranici ¢tverce (opét sjednoceni
mnozin mezi dvéma body hanice). Muzeme si to predstavit tak, ze body

kruznice se jen posunou po polopiimkach do bodu ¢tverce. Pokud se

o7



D

/.

D'
Obrazek 3.4: Zobrazeni bodu A, B, C, D z kruznice na hranici ¢tverce

podivame na obrazek, tak naptiklad usek kruznice mezi body A a B se

zobrazi do tseku na hranici étverce mezi body A" a B’.

(iii) Obdobné bychom ukazali, ze kazda oteviena mnozina na hranici ¢tverce

ma vzor v oteviené mnoziné na kruznici.

Zobrazeni je tedy spojité a ma spojité inverzni zobrazeni.

Tedy kruznice je homeomorfni s hranici ¢tverce.

Tento vysledek muzeme vyuzit, pokud se podivame na kruh a ¢tverec. Ty
si totiz muzeme predstavit tak, ze jsou slozené z kruznic a hranic ¢tverce vSech
moznych rozméru. Zobrazovat budeme vzdy z kruznice na hranici ¢tverce

odpovidajictho rozméru.

(i) Protoze kazda hranice ¢tverce mé vzor na odpovidajici kruznici, méa

i kazdy bod ¢tverce svuj vzor v kruhu. Zobrazeni je tak bijektivni.

(ii) Ukazeme, ze kazda oteviena mnozina v kruhu se zobrazi do oteviené
mnoziny ve ¢tverci. Pokud x je prvek oteviené mnoziny v kruhu, musi
byt z definice obsazen v néjakém otevieném kruhu. V tomto otevieném
kruhu navic ucité existuje oteviené okoli bodu z, které je ohranicené
dvéma polopiimkami vedoucimi z S a ¢astmi dvou kruznic, viz obrazek

3.5. Toto okoli vyuzivame proto, ze vime, ze se zobrazi do oteviené
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mnoziny ohranicené témi stejnymi polopiimkami z S a ¢dstmi od-
povidajicich hranic ¢tverce, a bude v ni lezet zobrazeny bod x.

Jelikoz to plati pro vSechna takova z, kazdéd oteviend mnozina v kruhu

se musi zobrazit do oteviené mnoziny ve ¢tverci.

/

|
S
o

(iii)

Ctverec a kruh jsou tak homeomorfni.

Obrazek 3.5: Zobrazeni otevieného okoli bodu x v kruhu

Intuitivné bychom si mohli pfedstavit, ze oteviené mnoziny v kruhu
zustanou po zobrazeni do ¢tverce otevienymi mnozinami, protoze se

jen ,natdhnou* smérem od stredu S.

Obdobné kazdé oteviena mnozina ve ¢tverci ma vzor, ktery je otevienou

mnozinou v kruhu.

]

Stejny postup by se dal aplikovat na vicero ruznych prostoru, naptiklad

bychom mohli ukazat, ze tyto utvary jsou shodné s libovolnym pravidelnym

nebo konvexnim mmnohoihelnikem, anebo vysledek se ¢tvercem a kruhem

prevést do vyssich dimenzi.

3.3 Topologické vlastnosti

Topologické vlastnosti jsou takové vlastnosti, které jsou zachovavany ho-

meomorfismy. Pokud jsou dva prostory homeomorfni, neexistuje zadna to-

pologicka vlastnost, kterou by nemély spolecnou. Kdyz tak chceme ukazat,
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ze dva prostory nejsou homeomorfni, potifebujeme najit vlastnost, kterou ne-
maji spolec¢nou. Nékolik vybranych topologickych vlastnosti si proto za chvili
predstavime.

Dveé topologické vlastnosti jiz zndme - jsou jimi diskrétnost a indiskrétnost

prostoru.

3.3.1 Souvislost

Souvislost je pojem, ktery se krom topologie pouziva v mnoha dalsich oblas-
tech matematiky. V nékterych téchto odvétvich matematiky (zminme napii-
klad teorii grafu) je souvislost definovand ponékud specifiétéji s ohledem
na konkrétni disciplinu. Pokud je prostor souvisly, vzdy to vSak vyjadiuje,
ze je néjakym zpusobem ,,v jednom kuse“ a nedd se rozdélit na vice casti.
Konkrétnéjsi definice zastiesuje obecnéjsi definice topologicka. Ta fik4,
ze prostor je souvisly, pokud se nedd rozdélit na dvé disjunktni oteviené
podmnoziny (jiné nez X a (), které obsahuje vzdy). Jinak fec¢eno neobsahuje

jinou obojetnou podmnozinu nez X a (0.

Definice 3.3.1. Necht (X, 7) je topologicky prostor. O tomto prostoru
fekneme, ze je souvisly, pokud jedinymi obojetnymi mnozinami v tomto pro-

storu jsou X a (.

Naopak pokud prostor obsahuje i jinou obojetnou podmnozinu, nazyvame

jej nesouvislym. Kazdy prostor je tak vidy bud souvisly, nebo nesouvisly.

Definice 3.3.2. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Pokud existuje obo-
jetnd mnozina A C X takovéa, ze X # A # (), prostor je nesouvisly.

Jednim vyznacnym souvislym prostorem je mnozina redlnych éisel R.
Tim, Ze tento prostor nem4d kromé X a () zddné obojetné podmnoziny, jsme
se zabyvali jiz ve cviceni 1.4.3, v této pokrocilejsi ¢asti prace si vsak dovolime

uvést o néco formalnéjsi dukaz tohoto tvrzeni.

Véta 3.3.3. Topologicky prostor R se standardni topologii je souvisly.
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Diikaz. Predpoklddejme naopak, ze existuje mnozina A C R, kterd je obo-
jetnd, pricemz A # R a A # (). Déle zvolme redlnd ¢islaa € AabeR \ A,
bez ijmy na obecnosti necht a < b.

Uvazme mnozinu A N (a, b). Jakozto prunik dvou uzavienych mnozin
je jisté uzaviend. Protoze interval (a, b) je navic omezeny, musi A N (a, b)
obsahovat svuj nejvétsi prvek, ktery oznac¢ime c. Bod ¢ je prvkem pruniku
dvou mnozin, musi byt obsazen v obou z nich, tedy ¢ € (a, b) a ¢ € A. Pak
jiste ¢ ¢ R\ A a zdroven (¢, b) € R\ A. Protoze interval (c, b) je zleva
otevieny (neobsahuje svuj limitni bod ¢), nemuze on ani R \ A byt uzavienou
mnozinou. Mnozina A tak nemuze byt oteviend, coz je spor s predpokladem,

ze je obojetna. O

3.3.2 Kompaktnost

Kompaktnost je vlastnost, kterd je v topologii sklonovana velmi casto, nékte-
ré publikace dokonce tvrdi, ze se jednd o vlastnost vubec nejpodstatnéjsi
(napt. [24]). Dulezit4 je napiiklad diky svym aplikacim v matematické analyze.

O kompaktnosti hovoii nékteré slavné topologické véty. Jednou z nich je
Poincarého domnénka (ted jiz véta), jeden ze sedmi tzv. problému tisiciletf,
z téchto zatim jediny vyteseny. Déle napiiklad Heine-Borelova véta pak tvrdi,
ze kompaktni podmnoziny R™ jsou prave ty, které jsou uzaviené a omezené.

Kompaktnost v jistém smyslu generalizuje pojem koneénosti nebo koneé¢ného
objemu.

Pro jeji definici je nejdiive nutné definovat pokryti otevienymi mnozinami.
To si muzeme predstavit tak, ze néjakou mnozinu otevienymi mnozinami
opravdu zakryjeme — oteviené mnoziny se mohou prekryvat a jejich sjedno-

ceni je nadmnozinou pokryvané mnoziny.

Definice 3.3.4. Necht A je podmnozZina topologického prostoru (X, 7), I je
mnozina a {O; | ¢ € I} je mnozina podmnozin X. Mnozinu {O; | ¢ € I} na-

zveme pokrytim mnoziny A, pokud A C |J,_; O;. Pokud je kazdé O; oteviena

iel
mnozina, nazveme toto pokryti otevrengm.
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Mnozina je pak kompaktni, pokud z jakéhokoliv takového pokryti muzeme

vybrat koneény pocet otevienych mnozin, které nasi mnozinu stale pokryji.

Definice 3.3.5. Necht A je podmnozina topologického prostoru (X, 7).
Mnozinu A nazveme kompakini, pokud lze z kazdého otevieného pokryti

vybrat pokryti konecné.

Cviceni 3.3.1. Dokazte, ze mnoziny R a {—n, —n+1, ..., n— 1, n} nejsou

navzajem homeomorfni, vyuzijte pfitom kompaktnost.

3.3.3 0Oddélovaci axiomy

Existuje spousta vlastnosti, které sice nema kazdy topologicky prostor, avsak
maji je vSechny prostory spliiujici urcity oddélovaci axiom. Oddélovaci, nebo
také separacni, axiomy tak slouzi jako dobry zpusob, kterym lze topologické
prostory klasifikovat.

Axiom Tj je z oddélovacich axiomu nejobecnéjsi. Kazdy dalsi axiom,
(s vy$sim ciselnym indexem) pak charakteruzije konkrétnéjsi skupinu topo-
logickych prostoru nez axiom piredchozi. Tedy napriklad prostor, ktery je 15,
je ur¢ité i 77 a Ty. Oddeélovacich axiomu existuje pomérné mnoho, my si
predstavime prvni tfi z nich.

Vsechny oddélovaci axiomy hovori o tom, jak maji byt body topologického

prostoru od sebe oddélené pomoci otevienych mnozin, uzavéru apod.

Ty-prostor

V obecném topologickém prostoru muze nastat situace, kdy je vice jeho bodu
obsazeno jen a pouze v téch samych otevienych mnozinach. Z topologického
hlediska pak nemame moznost mezi takovymi body rozliSovat.

Pokud takova situace nenastane a vsechny jednotlivé body od sebe odlisit
dokazeme, rekneme o takovém prostoru, ze je Ty. Jinak feceno v Ty-prostoru
tedy pro kazdou dvojici bodu musi existovat otevienda mnozina, ktera obsa-

huje jeden z bodu a druhy ne.
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Definice 3.3.6. Necht (X, 7) je topologicky prostor. O tomto prostoru
fekneme, ze je Ty, pokud pro kazdé dva body a, b € X existuje oteviena
mnoZina U takovd, Ze bud a € U a soucasné b ¢ U, nebo b € U a soucasné
agU.

Obrazek 3.6: Body a, b v Tj-prostoru

Ti-prostor

U Ty-prostoru stacilo, aby prvni bod byl v oteviené mnoziné a druhy kdekoliv
mimo ni, v T}-prostoru musi oba body lezet v ruznych otevienych mnozinach,
kazdy praveé v jedné.

Definice 3.3.7. Necht (X, 7) je topologicky prostor. O tomto prostoru
fekneme, ze je T, pokud pro kazdou dvojici bodu a, b € X existuje oteviend

mnozina U takova, zea € U ab & U.

Pokud budeme uvazovat dvojici b, a, z definice rovnou vyplyva, ze existuje

rovnéz oteviend mnozina V takovd, ze b € V a soucasné a ¢ V.

Obrazek 3.7: Body a, b v Ti-prostoru

Kdyz se snazime urcit, zda-li je prostor 17, ¢asto se hodi i nasledjici véta.
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Véta 3.3.8. Méjme topologicky prostor (X, 7), ktery je T;. Pak pro vsechna

x € X plati, ze {z} je uzaviend mnozina.

Diikaz. Uvazujme vSechny body y € X ruzné od x. Protoze je prostor Ti,
musi byt kazdé y prvkem oteviené mnoziny U, ktera neobsahuje x. Sjedno-
ceni vsech téchto U, pak musi obsahovat vSechny body topologického pro-
storu kromé x, jakozto sjednoceni otevienych mnozin se navic jedné o otevie-

nou mnozinu. Jeji doplnék {z} je tak uzaviend mnozina. O

Ts-prostor neboli Hausdorffuv

V Uvodu v ésti 0.1 jsme Hausdorffiv prostor jiz zminili. Jednd se o pro-
stor, ktery Hausdorff definoval jakozto topologicky, jeho definice vSak byla
pozdéji prekonana a Hausdorffuv prostor tak dnes povazujeme za specialni
typ topologického prostoru.

Hausdorffovy prostory maji spoustu vlastnosti, které obecny topologicky
prostor nema. Jedna se o nejpouzivanéjsi oddélovaci axiom.

V Hausdorffové prostoru jsou ruzné body oddélené tim, ze lezi v navzajem

disjunktnich otevienych mnozinach.

Definice 3.3.9. Necht (X, 7) je topologicky prostor. O tomto prostoru
fekneme, ze je Ty, neboli Hausdorffuv, pokud pro kazdé dva body a, b € X
existuji oteviené mnoziny U a V takové, zea € U, b eV alU NV = 0.

Obrazek 3.8: Body a, b v Ty-prostoru

Cviceni 3.3.2. O nasledujicich prostorech rozhodnéte, zda jsou Ty, T} ¢i Ts.
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a) Mnozina X = {0, 1} s topologii 7 = {0, {0}, {0, 1}}.5
b) R s eukleidovskou topologii.
c¢) Libovolny diskrétni prostor.

d) N s topologii, kde uzaviené jsou vsechny konetné mnoziny a N (oteviené

jsou tedy vSechny mnoziny s kone¢nymi dopliiky a ).°

STento prostor se nazyva Sierpiriského a jedna se o nejmensi netrivialni topologicky

prostor.
6Takové topologii se iik4 kofinitni a d4 se definovat na libovolné mnoziné.
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Reseni cvicéeni

Cviceni 3.2.1.

Resend. Nemiize mezi nimi existovat bijektivni zobrazeni. Mnozina {1} obsa-
huje pouze jediny bod, kdezto interval (0, 1) jich obsahuje nekoneéné mnoho.
Body z intervalu se tak nemohou zobrazit na ruzné body mnoziny {1}.

Z obdobnych divodu mezi nimi nemuze existovat ani spojité zobrazeni -
(0, 1) obsahuje nekone¢né mnoho otevienych podmnozin, {1} mé jen jednu,
prazdnou.

Neboli problém je v tom, ze interval (0, 1) je jednorozmérny a bod {1}

bezrozmérny.
Cviceni 3.3.1.

Resent. Ukézeme, ze prvnf z mnozin kompaktni nenf a druhd je — tim doka-
zeme, ze existuje topologickd vlastnost, ve které se lisi, a tedy nemohou byt
homeomorfni.

Abychom ukazali, ze R neni kompaktni, staci nam najit jedno jeji oteviené

pokryti, ze kterého nelze vybrat koneéné pokryti. Takovym pokrytim je

2n—1 2n+1

5, ~5—) pro vsechna n € Z.

napiiklad pokryti mnozinami (n, n + 1) a (
Toto pokryti sestdva z nekonetné mnoha mnozin a zadnou nemuzeme ode-
brat.

Mnozina {—n, —n+1, ..., n—1, n} obsahuje kone¢ny pocet prvku a muze
tak mit pouze konecny pocet otevienych mnozin. Konec¢né pokryti pro ni tak
vybereme vzdy.

Zjistili jsme tedy, ze R a {—n, —n+1, ..., n— 1, n} se lis{ aspon v jedné

topologické vlastnosti a nejsou tak homeomorfni.
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Cviceni 3.3.2.

Resend.

a)

Pouze Tj. Sierpinského prostor ma jen dva body a ovéreni definic je
tak snadné. Zrejmé bod 0 je prvkem mnoziny {0}, piicemz 1 neni, tedy
axiom Ty je splnén. Ty byt tento prostor nemuze, nebot mnozina {0}

neni uzaviend a axiomem 715 se tak jiz zabyvat nemusime.

To, T1iTs. Necht a, b € R, a < b. Pak muZzeme zvolit napifklad oteviené

a+b
2

uvedené lezi a a ve druhé b. Tedy prostor je Hausdorffiv, neboli T5.
Nutné tak musi byt i Ty a 77.

mnoziny (a—1, ) a (“TH’, b+1), které jsou disjunktni, pficemz v prvni

To, T1 i Ty. Pro vsechny dvojice ruznych bodu a, b jisté plati, ze {a}
a {b} jsou disjunktni oteviené mnoziny, tedy diskrétni prostor je vzdy
Ts.

Ty a Ty. VSechny konecné, tedy i vSechny jednoprvkové mnoziny, jsou
uzaviené, takze podle véty 3.3.8 je prostor T7. Abychom ukazali, ze pro-
stor neni T5, prozkoumejme zavedenou topologii na N trochu blize. Je-
likoz (kromé N) jsou vSechny uzaviené mnoziny konecné, jejich dopliky
musi byt vzdy nekonecné (resp. 0)). Kazdd oteviend mnozina tak mé
tvar N \ {x1, xo, ..., z,}. Aby byl prostor Hausdorffuv, musela by k
mnoziné N \ {zy, z, ..., x,} existovat disjunktni (neprdzdna) oteviend
mnozina - neboli konetnd mnozina {xi, xs, ..., x,} by musela mit ne-

koneénou otevienou podmnozinu, coz jisté mit nemuze.
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Zaver

Zamérem prace Zdklady obecné topologie bylo zpristupnit topologii SirSimu
publiku.

Motivaci byl autorce jednak vlastni zajem o tento fascinujici obor, zadruhé
také dojem, zZe je topologie ve stavajici literatuie, a to nejen c¢eské, bohuzel
popsana nedostateéné, predevsim pak pro zacatecniky. Ve své praci proto cili
pravé na né.

Préace je ¢lenéna do nékolika kapitol. V Uvodu prace informuje o Sirsim
kontextu topologie, shrnuje jeji historii a dale vyuziti v mnoha nematema-
tickych disciplinach. V nasledujicich tfech kapitoldch se zaméruje na jeden z
podobort topologie, obecnou topologii, ktera je zakladem vsech ostatnich to-
pologickych disciplin a tedy dobrym odrazovym mustkem pro dalsi studium
topologie. Snazi se srozumitelnou formou predstavit fundamentalni koncepty
obecné topologie, pricemz hledd balanc mezi formalnimi nalezitostmi odborné
matematické prace a vysvétlovanim predstavovanych pojmu a intuice za nimi
schovanou.

Autorka véri, ze jeji cile byly naplnény a prace tak bude moci slouzit
mnoha zajemcum o matematiku jako prvotni seznameni s topologii. Témi
mohou byt jak stfedoskolaci, tak zacinajici vysokoskolaci, a nakonec v pod-
staté kdokoliv, koho by toto téma zaujalo. Vedlejsim produktem a piinosem
préace jsou i nashromazdéna cviceni a ulohy s jejich autorskymi fesenimi.

Presto prace rozhodné neni dokonala a nemohla obsahnout vse, co krasny
svét topologie nabizi. Naskyta se tak spousta sméru, kterymi by se v praci

dalo pokracovat.
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Ziejmou cestou k rozsiteni této prace by bylo predstaveni dalsi teorie z
obecné topologie. Autorka by rada zpracovala napriklad dukazy nékterych
velkych topologickych vét, jmenovité tieba Heine-Borelovy véty, kterou v
praci zminuje. Pfinosné by mohlo byt i vytvoreni samostatné sbhirky topolo-
gickych cviceni, idedlné s feSenimi.

Nad ramec této préace se lze vénovat ¢etnym dalsim tématum. Sama au-
torka hodla ve studiu topologie v budoucnosti pokracovat. Rada by se kromé
obecné topologie vénovala i jinym topologickym disciplinam, jakymi jsou to-
pologie algebraicka, diferencialni, puvodni kombinatoricka nebo teorie uzlu.
Tato odvétvi by mohly byt k namétem k jinym pracim. Zamérit se da i
na aplikace topologie v dalsich disciplinach, autorku by zajimalo predevsim

propojeni topologie s ostatnimi matematickymi obory.
Doufam, ze Vas topologie zaujala aspon z poloviny tak, jako zaujala meé.

Pokud mate k praci jakékoliv pripominky, navrhy ¢i jinou zpétnou vazbu,

muzete mé kontaktovat skrze email helena.bousovaa@gmail.com.
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