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Základy obecné topologie
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Anotace

Ćılem této práce bylo osvojit si základy moderńı matematické discipĺıny

zvané obecná topologie a skrze tento text předat tyto poznatky daľśım čtená-

ř̊um. Je určena všem začátečńık̊um v tomto oboru a měla by dokázat, že toto

téma může být př́ıstupné i zájemc̊um z řad středoškolák̊u.

Kĺıčová slova

topologie, topologický prostor, množina, spojité zobrazeńı, homeomorfismus

Annotation

The aim of this work was to learn the basics of the modern branch of mathe-

matics called general topology and pass this knowledge to other readers via

this text. It is intended to all beginners in this field and it shall prove that

this topic may be accessible to interested high schoolers.
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1.1 Topologie na množině . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Řešeńı úloh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3 (Ne)homeomorfńı prostory 52
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3.3.3 Oddělovaćı axiomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Předmluva

Tato práce má za ćıl čtenáři představit matematický obor zvaný topolo-

gie a dovést ho k osvojeńı základńıch koncept̊u topologie obecné, neboli

množinové.

Je určena úplným začátečńık̊um v této discipĺıně a jedinými prerekvi-

zitami je znalost elementárńıch množinových operaćı (pr̊unik, sjednoceńı,

doplněk, rozd́ıl) a vlastnost́ı funkćı. Psaná je formou srozumitelnou všem

středoškolák̊um zaj́ımaj́ıćıch se o matematiku. Jako studijńı materiál je tak

vhodná pro každého, kdo by měl chut’ se s t́ımto úžasným oborem seznámit.

Práce obsahuje četná cvičeńı a úlohy, jejichž účelem je pomoci čtenáři

s pochopeńım topologických koncept̊u a ověřeńım nově nabytých znalostńı.

Cvičeńı jsou zpravidla jednoduchá na vyřešeńı a slouž́ı ke snadněǰśımu po-

chopeńı definic, př́ıpadně doplněńı znalost́ı. Úlohy jsou o něco náročněǰśı,

nicméně jsou výborným prostředkem k hlubš́ımu porozuměńı představovaných

pojmů a nácviku psańı d̊ukaz̊u, jež jsou nezbytnou součást́ı čisté matema-

tiky. Pro ověřeńı správnosti uvažováńı jsou pro čtenáře na konci jednotlivých

kapitol uvedena autorská řešeńı veškerých úloh a cvičeńı. Vybrané koncepty

nav́ıc ilustruj́ı obrázky.

Definice a některé věty byly převzaty převážně z knih Topology Without

Tears od Sidney A. Morrise a General Topology od Ryszarda Engelkinga,

úlohy jsou z druhé uvedené knihy. Cvičeńı byla navržena pro účely této

práce a obrázky byly vytvořené pomoćı programů Autodesk Fusion 360,

SketchBook a GeoGebra, neńı-li uveden jiný zdroj. Práce byla napsána po-

moćı systému LaTeX.
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Úvod

Topologie je jedna z nejd̊uležitěǰśıch oblast́ı čisté matematiky. Původně vy-

cházela z geometrie a zábývá se takovými vlastnostmi, které nezáviśı na vzdá-

lenostech, úhlech nebo přesném tvaru matematických objekt̊u. Ačkoliv se

jedná o axiomatickou discipĺınu, tedy teorii odvozenou z určitých axiomů,

našla topologie uplatněńı v mnoha daľśıch oblastech lidské činnosti.

0.1 Historie topologie

Za v̊ubec prvńı topologický výsledek je považováno řešeńı problému sedmi

most̊u města Královce, dnes slavné matematické hádanky. Obyvatelé tohoto

tehdy pruského města si čas krátili zaj́ımavým zp̊usobem - snažili se naj́ıt ta-

kovou vycházkovou trasu, při které by přes každý ze sedmi most̊u přešli právě

jednou. At’ už však zvolili jakoukoliv cestu, nikomu z nich se to nepodařilo.

Obrázek 1: Sedm most̊u města Královce [1]

9



Vysvětleńı tohoto fenoménu podal v roce 1736 geniálńı švýcarský mate-

matik Leonhard Euler.

Ačkoliv se mu problém zprvu jevil jako geometrický, Euler si brzy všimnul,

že řešeńı nezáviśı na obvyklých geometrických vlastnostech jako jsou délky

most̊u nebo vzdálenosti mezi nimi. Podstatné byly pouze relativńı polohy

most̊u a to, které části města spojovaly. Dokázal, že aby šlo mosty přej́ıt

požadovaným zp̊usobem, musel by nejvýše ze dvou břeh̊u vést lichý počet

most̊u, což, jak se můžeme sami přesvědčit, pro sedm most̊u v Královci ne-

plat́ı [2].

Toto novátorské řešeńı však nebylo jediným Eulerovým př́ıspěvkem topo-

logii.

V roce 1750 objevil vztah, který je dnes považován za jeden z nejkrásněǰśıch

matematických vzorc̊u [3]. Stejně jako již velćı matematici starověkého Řecka

se zabýval mohostěny, avšak všiml si něčeho, co patrně všem jeho předch̊udc̊um

uniklo. Objevil vztah mezi vrcholy V , hranami E a stěnami F , který plat́ı

pro všechny konvexńı mnohostěny [2].

V − E + F = 2

Tento ztah byl později zobecněn do n dimenźı a je jedńım ze základńıch inva-

riant̊u v algebraické topologii, známý pod názvem Eulerova charakteristika.

Euler pro topologii použ́ıval název geometria situs, neboli geometrie po-

lohy, později byl použ́ıván název analysis situs [2]. Slovo topologie bylo po-

prvé použito v knize Johanna Benedicta Listinga Vorstudien zur Topologie,

tento název se však neujal ihned [4].

V roce 1872 přednesl Felix Klein přednášku nazvanou Erlangenský pro-

gram, ve které mimo jiné definoval topologii jakožto studium vlastnost́ı ne-

měńıćıch se při spojitých transformaćıch [5].

Mimoto byly v této době zkoumány dvojrozměrné plochy. August Möbius

a Listing objevili Möbiovu pásku, plochu která má pouze jednu stranu a Felix

Klein objevil Kleinovu lahev. Klein rovněž vymyslel metodu konstrukce ta-

kových ploch, která spoč́ıvala v
”
lepeńı“ stran mnohoúhelńık̊u. U mnohoúhel–

ńıku bylo vždy dáno, které dvojice stran a s jakou orientaćı se sleṕı, přičemž
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Obrázek 2: Konstrukce toru ze čtverce [6]

aby k lepeńı mohlo doj́ıt, mohl se mnohoúhelńık libovolně natahovat. Na ob-

rázku 2 vid́ıme jednu takovou konstrukci toru ze čtverce [2].

Roku 1874 založil Georg Cantor teorii množin, na které je postavena

moderńı topologie [7]. Definoval také několik pojmů, jimiž se zabývá kapitola

2, avšak poněkud odlǐsným zp̊usobem, nebot’ ještě neexistoval pro nás zcela

zásadńı pojem topologického prostoru [8].

Pevné základy topologie algebraické položil v roce 1895 Henri Poincaré,

když definoval pojmy jako je homotopie nebo spojitá deformace [9].1

V roce 1906 zavedl Maurice Fréchet metrický prostor, což je jakákoliv

množina, na které je definovaná vzdálenost [10].

Na Fréchetovu práci navázal Felix Hausdorff, když roku 1914 definoval

ještě obecněǰśı strukturu, které dnes ř́ıkáme Hausdorffuv prostor. K jejich

definici využil otevřených množin, stejně jako tomu je u dnešńıch topolo-

gických prostor̊u, ty jsou však ještě o něco obecněǰśı.2

V následuj́ıćıch letech se matematici předháněli v r̊uzných definićıch to-

pologických a jim podobných prostor̊u. Polský matematik Kazimierz Kura-

towski přǐsel v roce 1922 s definićı pomoćı uzávěr̊u množin, která je ekviva-

lentńı s tou dnešńı, daľśı přǐsli s axiomy stav́ıćıch na otevřených množinách,

které se však od nyněǰśı mı́rně lǐsily.

1Poincaré je rovněž autorem slavné topologické úlohy zvané Poincarého domněnka,

jednoho ze sedmi problémů tiśıcilet́ı.
2Vı́ce se o Hausdorffově prostoru dočtete v části 3.3.3.

11



Nakonec se ustálila definice, kterou prvně publikovali Nicolas Bourbaki3

a John L. Kelley v letech 1940, resp. 1955, a vy ji najdete v kapitole 1 [8].

V současnosti je topologie velmi aktivńı a perspektivńı oblast́ı výzkumu,

jak se můžete sami přesvědčit v následuj́ıćı části.

0.2 Aplikace topologie

Topologie je věda hojně využ́ıvaná v daľśıch oborech. Jej́ı metody se použ́ıvaj́ı

jak v odlǐsných oblastech matematiky, tak v četných jiných discipĺınách, a

to zejména př́ırodovědných, technických a informatických.

V této sekci bychom rádi demonstrovali užitečnost topologie v rozličných

nematematických discipĺınách. Nejedná se o vyčerpávaj́ıćı seznam, sṕı̌se o

několik př́ıklad̊u, na které autorka v pr̊uběhu psańı práce narazila a které

ji zaujaly. Jednotlivé aplikace jsou kategorizované podle obor̊u, do kterých

primárně spadaj́ı.

Astrofyzika

Topologie se svoj́ı povahou skvěle hod́ı ke studiu časoprostoru a struktury

vesmı́ru, předevš́ım jej́ıch globálńıch aspekt̊u. K pr̊ukopńık̊um topologických

metod ve zkoumáńı časoprostoru patřil již v 70. letech např́ıklad Stephen

Hawking. Ten prohlásil, že jediné vlastnosti prostoročasu, které jsou z fy-

zikálńıho hlediska významné jsou ty, které jsou stabilńı ve vhodné topologii.

Nalezeńı vhodné topologie4 k modelováńı vesmı́ru je však nelehký úkol, a ač

byly v této oblasti učiněny pokroky, perfektńı model zat́ım nemáme [11].

Od 80. let byla topologie využ́ıvána v kvantové teorii pole, což vedlo ke

vzniku topologické kvantové teorie pole [12] a dále také k topologickému

popisu strun v teorii strun [13].

3Pseudonym skupiny francouzských matematik̊u.
4O zaváděńı topologíı na množinu se lze doč́ıst v kapitole 1.
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Fyzika

Od vysvětleńı jednoho zvláštńıho fyzikálńıho jevu v kvantové mechanice k

objevu zcela nových materiál̊u a Nobelově ceně – tak by se dal shrnout vývoj

jedné aplikace topologie do fyziky.

Ońım záhadným jevem je zlomkový kvantový Hall̊uv jev. Nebudeme zabředávat

do detail̊u, pro zájemce však nast́ıńıme, o co se jedná: k tomuto jevu docháźı

pouze ve dvourozměrném prostoru (jakým může být např́ıklad povrch nějakého

materiálu) a týká se skupin elektron̊u, které se d́ıky vystaveńı silnému mag-

netickému poli chovaj́ı jako částice jediná. Tyto částice pak vykazuj́ı náboj,

který se dá vyjádřit zlomkem elementárńıho náboje. Zlomek je pak pod́ılem

počtu elektron̊u a počtu kvant magnetického toku [14].

Jev byl vysvětlen za použit́ı topologie – už onen zlomek vyjadřuj́ıćı náboj

elektron̊u totiž souviśı s jedńım topologickým invariantem (vlastnost́ı). Tento

objev následně vedl k objevu celé řady tzv. topologických stav̊u hmoty. K

jejich popisu je potřeba spousta topologie, chovaj́ı se totiž přesně jako to-

pologické prostory (kterým se budeme věnovat v hlavńı části práce) – jejich

vlastnosti nezáviśı na jejich geometrii, což je dělá velmi stabilńı, nebot’ nejsou

náchylné k vněǰśım vliv̊um či menš́ım vadám v materiálu. Za teoretický objev

topologických stav̊u hmoty a přechod̊u mezi nimi byla v roce 2016 udělena

Nobelova cena [15].

Jednou skupinou takových materiál̊u jsou tzv. topologické izolanty, prvně

vyrobeny v roce 2007. Jejich název je poněkud nešt’astný, nebot’ jejich po-

tenciál tkv́ı právě v jejich vodivých vlastnostech. Ač izoluj́ıćı uvnitř, povrch

topologických izolant̊u je vodivý a proud může vést dokonce bez odporu –

jedná se tedy o supravodiče [16]. Výhodou je i jejich odolnost v̊uči drobným

defekt̊um či např́ıklad hluku. V současné době prob́ıhá mnoho výzkumu

směřuj́ıho k tomu, aby topologické izolanty mohly sloužit pro efektivněǰśı

přenos energie v elektronických zař́ızeńıch a mnoźı doufaj́ı, že se jednou sta-

nou základem kvantových poč́ıtač̊u [17].

S těmi souviśı ještě jeden objev, objev částic, které byly v roce 1982 po-

jmenované jako anyony. Anyony jsou částice, které nejsou ani fermiony, ani

13



bosony a vyskytuj́ı se pouze ve dvourozměrném prostoru. Jestliže Vám to

něco připomı́ná, máte pravdu – anyony jsou totiž ony částice, které zp̊usobuj́ı

zlomkový kvantový Hall̊uv efekt. Pokud jsou anyony ve skupině, maj́ı zaj́ımavou

vlastnost:
”
pamatuj́ı“ si, jak se jeden kolem druhého pohybovaly, a jejich

trajektorie tak vytvář́ı jakési copánky nebo uzly. V matematice takové ob-

jekty studuje teorie uzl̊u – což jen jedna ze součást́ı topologie. Uzly mohou

být velmi komplikované a nést tak v sobě mnoho informaćı. Toho by se dalo

využ́ıt právě pro uchováváńı informaćı v poč́ıtač́ıch a ke kvantovému poč́ıtáńı.

Tohoto nápadu se již ujaly některé velké technologické firmy [18].

Chemie

O syntézu nových materiál̊u za užit́ı poznatk̊u z topologie se snaž́ı rovněž

chemici. Syntezovali např́ıklad molekuly, které normálně tvoř́ı jakoby prs-

tencovou strukturu a upravili je do tvaru Möbiovy pásky. Zjistili, že takové

molekuly se vymykaj́ı běžným pravidl̊um aromaticity – látky, které by měli

být aromatické jsou antiaromatické a naopak. Tomuto zvláštńımu typu aro-

maticity se ř́ıká Möbiova aromaticita [19].

Daľśı využit́ı topologie v chemii se týká polymer̊u. Polymery jsou dlouhé

molekulové řetězce, které se mohou r̊uzně větvit, cyklit a zamotávat, což

ovlivňuje jejich vlastnosti a interakci s ostatńımi molekulami. Jejich topolo-

gickou strukturu a jej́ı vliv na vlastnosti polymer̊u se daj́ı zkoumat pomoćı

topologické geometrie, teorie uzl̊u či teorie graf̊u [20].

Biologie

Biologickou strukturou chovaj́ıćı se jako topologický prostor je např́ıklad

DNA. Topologie poskytuje lepš́ı vhled např́ıklad na mechanismy reakćı DNA

s proteiny, což je d̊uležité, nebot’ na reakćıch s proteiny zaviśı všechny funkce

DNA. Sama o sobě je DNA polymerem a biologové ji tak mohou zkoumat

podobně, jako to dělaj́ı chemici [21].
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Kapitola 1

Topologické prostory

Jádrem studia topologie jsou takzvané topologické prostory. Topologický pro-

stor je záměrně definován jako velmi obecná struktura, která tak úplně neod-

pov́ıdá naš́ı běžné představě o prostoru. Vznikl jako zobecněńı prostoru met-

rického. Obecnost tohoto pojmu umožňuje, že může být aplikován na široké

spektrum objekt̊u, což je pro matematiky v́ıce než žádoućı. Dı́ky tomu neńı

třeba zkoumat každý jednotlivý objekt zvlášt’, ale dozv́ıme se něco o spoustě

z nich najednou.

Topologickým prostorem mohou být jak celé n-rozměrné prostory, tak

jednotlivé geometrické objekty, fraktály, grafy (z teorie graf̊u) nebo třeba

č́ıselné množiny, jakou je např́ıklad množina reálných č́ısel.

Obrázek 1.1: Sierpiń-

ského trojúhelńık [22]

Obrázek 1.2: Torus [23] Obrázek 1.3: Graf
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1.1 Topologie na množině

Topologickým prostorem může být v podstatě jakákoliv neprázdná množina.

Abychom však určitou množinu mohli označit za topologický prostor, muśıme

na ńı nejprve definovat topologii. To znamená, že ke každé množině přǐrad́ıme

ještě jednu množinu, které budeme ř́ıkat topologie a jež o naš́ı množině ponese

daľśı informace. Množiny můžeme zkoumat právě d́ıky zavedeńı topologie.

Topologie je složena pouze z podmnožin naš́ı množiny. Tyto podmnožiny

muśı splňovat určitá pravidla, axiomy, které jsou shrnuty do následuj́ıćı de-

finice.

Definice 1.1.1. Mějme neprázdnou množinu X a systém jej́ıch podmnožin

τ . Pak τ je topologíı na množině X, pokud plat́ı:

(i) X a ∅ jsou prvky τ ,

(ii) sjednoceńı libovolného počtu prvk̊u τ je prvkem τ ,

(iii) pr̊unik libovolného konečného počtu prvk̊u τ je prvkem τ .

Dvojici (X, τ) pak nazveme topologickým prostorem.

Všimněme si, že na jedné množině může existovat v́ıcero r̊uzných to-

pologíı. Několika speciálńımi a často použ́ıvanými topologiemi se zabývaj́ı

pozděǰśı části této kapitoly.

Definici topologie lépe pochoṕıme na následuj́ıćıch př́ıkladech a cvičeńıch.

Př́ıklad 1.1.2. Je dána množina X, jej́ı podmnožiny A,B,C (viz obrázek

1.4) a množina τ = {X, ∅, A, B, C, A ∪B, B ∪ C, A ∪ C, B ∩ C}.
Pak τ je topologíı na X, nebot’ se jedná o systém podmnožin X splňuj́ıćı

axiomy (i), (ii) a (iii) definice 1.1.1.

Př́ıklad 1.1.3. Necht’ X = {1, 2, 3, 4, 5}.

a) τ1 = {X, {2}, {1, 3, 4, 5}, {3, 4}, {2, 3, 4}}.

τ1 neńı topologíı na X, nebot’ ∅ nenálež́ı τ1.
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Obrázek 1.4: Množina X s podmnožinami A,B,C

b) τ2 = {X, ∅, {1}, {1, 2}, {3, 4, 5}, {1, 3, 4, 5}, {1, 6}}.

τ2 neńı topologíı na X, nebot’ množina {1, 6} neńı podmnožinou X.

c) τ3 = {X, ∅, {1, 2, 4}, {3, 4, 5}, {4}, {1, 3, 4, 5}}.

τ3 neńı topologíı na X, nebot’ {1, 2, 4} ∩ {1, 3, 4, 5} = {1, 4} nenálež́ı

τ3.

Cvičeńı 1.1.1. [24] Mějme množiny A = {a, b} a B = {a, b, c}. Vypǐste
všechny topologie, které mohou existovat na množině A, a co nejv́ıce topo-

logíı, které mohou být definovány na množině B.

1.2 Otevřená a uzavřená množina

Množiny nálež́ıćı topologii τ maj́ı sv̊uj název. Ř́ıkáme jim otevřené množiny.

Definice 1.2.1. Necht’ (X, τ) je topologický prostor. Pak prvky τ nazývame

otevřenými množinami.

Z této definice př́ımo vyplývá, že otevřené množiny muśı splňovat axiomy

(i), (ii), (iii) definice 1.1.1. Tedy otevřené množiny tvoř́ı topologii na množině

X.

Protože jsou v topologii velmi podstatné, maj́ı i doplňky otevřených

množin sv̊uj název.
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Definice 1.2.2. Necht’ (X, τ) je topologický prostor a A ⊆ X. Množinu A

nazveme uzavřenou, pokud množina X \ A je v (X, τ) otevřená.

Obrázek 1.5: Otevřená a uzavřená množina

Podobně jako otevřené množiny splňuj́ı axiomy topologického prostoru,

uzavřené množiny maj́ı vlastnosti k nim duálńı, jak si právě dokážeme.

Věta 1.2.3. Jestliže (X, τ) je topologický prostor, pak

(i) X a ∅ jsou uzavřené množiny,

(ii) sjednoceńı libovolného konečného počtu uzavřených množin je uzavřená

množina,

(iii) pr̊unik libovolného počtu uzavřených množin je uzavřená množina.

D̊ukaz. Tvrzeńı (i) vyplývá z faktu, že X a ∅ jsou doplňky množin ∅ a X,

které jsou otevřené.

Nyńı přistupme k tvrzeńı (ii). Mějme uzavřené množiny U1, U2, . . . , Un.

Abychom dokázali, že U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Un je uzavřená množina, potřebujeme

ukázat, žeX \ (U1 ∪U2 ∪ . . . ∪Un) je množina otevřená. Jelikož U1, U2, . . . , Un

jsou uzavřené, jejich doplňky X \ U1, X \ U2, X \ U3, . . . , X \ Un jsou

otevřené. Dále plat́ı, že

X \ (U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Un) = (X \ U1) ∩ (X \ U2) ∩ . . . ∩ (X \ Un).
1

Pravá strana rovnosti je konečným pr̊unikem otevřených množin, tedy otevře-

nou množinou. Proto i levá strana je otevřená a U1 ∪U2 ∪ . . . ∪Un je uzavřená

množina.
1Důsledek De Morganových zákon̊u.
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Tvrzeńı (iii) by se dokázalo obdobně, pomoćı rovnosti

X \
⋂
i∈ I

Ui =
⋃
i∈ I

(X \ Ui).

Jejich pojmenováńı v nás mohou budit dojem, že uzavřená množina je

opakem otevřené, ale neńı tomu vždy tak. V některých př́ıpadech může být

množina otevřená i uzavřená zároveň, takové množině pak ř́ıkáme obojetná.

Definice 1.2.4. Necht’ (X, τ) je topologický prostor a množina A ⊆ X.

Množinu A nazveme obojetnou, pokud je zároveň otevřená i uzavřená.

Také se samozřejmě může stát, že množina neńı v prostoru ani otevřená,

ani uzavřená. Tento typ množin speciálńı název nemá.

Názvy jsou odvozené od otevřených a uzavřených interval̊u reálných č́ısel.

S t́ım souviśı tzv. eukleidovská topologie, kterou se budeme zabývat v části

1.4.1 . V této topologii jsou skutečně všechny otevřené (resp. uzavřené) in-

tervaly otevřenými (resp. uzavřenými) množinami.

Cvičeńı 1.2.1. Je dána množina X = {a, b, c, d, e, f} a na ńı topologie

τ = {X, ∅, {b}, {c}, {b, c}, {a, c, e}, {c, d, f}, {a, b, c, e}, {b, c, d, f},
{a, c, d, e, f}}.
Vypǐste všechny množiny uzavřené v tomto topologickém prostoru.

Cvičeńı 1.2.2. Je dán topologický prostor (X, τ), kde X = {k, l, m, n} a

τ = {X, ∅, {k}, {l}, {k, l}, {k, m}, {k, l, m}, {k, m, n}}.
U následuj́ıćıch množin určete, zda jsou otevřené, uzavřené, obojetné, nebo

ani jedno z uvedeného: {l}, {n}, {l, m}, {m, n}, {k, l, m}, {k, l, m, n}

1.3 Diskrétńı a indiskrétńı topologie

Už v́ıme, že na stejné množině může být definováno v́ıce topologíı. V této

části se pod́ıváme na dvě nejvýznačněǰśı z nich – prvńı obsahuje nejv́ıce

možných otevřených množin, druhá nejméně. Dı́ky tomu maj́ı tyto topologie

určité speciálńı vlastnosti.
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Definice 1.3.1. Necht’ (X, τ) je topologický prostor, kde všechny podmnoži-

ny X jsou otevřené. Pak τ je diskrétńı topologie a (X, τ) diskrétńı prostor.

Jelikož jsou v diskrétńı topologii otevřené všechny množiny, které daný

prostor má, splňuj́ı tyto otevřené množiny jistě všechny tři axiomy topologie

z definice 1.1.1 (tedyX, ∅, libovolná sjednoceńı a konečné pr̊uniky otevřených
množin jsou otevřené).

Se znalost́ı definice topologického prostoru můžeme o diskrétńım prostoru

nav́ıc vyslovit následuj́ıćı větu. Jej́ı platnost se může zdát intuitivńı, pro

úplnost však uvád́ıme d̊ukaz.

Věta 1.3.2. Jestliže (X, τ) je topologický prostor takový, že pro každý prvek

x ∈ X jednoprvková množina {x} ∈ τ , pak je τ diskrétńı topologie.

D̊ukaz. Každá množina je sjednoceńım svých jednoprvkových podmnožin,

tedy to plat́ı i pro každou množinu P ⊆ X, lze zapsat jako P =
⋃

x∈P{x}.
Protože každé {x} ∈ τ , podle axiomu (ii) definice topologického prostoru i

každé P ∈ τ .

Definice 1.3.3. Necht’ (X, τ) je topologický prostor, kde τ = {X, ∅}. Pak τ

nazýváme indiskrétńı neboli triviálńı topologie a (X, τ) indiskrétńı (triviálńı)

prostor.

Čtenář snadno ověř́ı, že otevřené množiny X a ∅ indiskrétńı topologie

rovněž splňuj́ı axiomy definice 1.1.1.

Pro oba tyto prostory, diskrétńı i indiskrétńı, plat́ı, že všechny jejich

otevřené množiny jsou zároveň uzavřené.

Cvičeńı 1.3.1. Ověřte, že všechny otevřené množiny diskrétńıch a indiskrét-

ńıch prostor̊u jsou také uzavřené.

Cvičeńı 1.3.2. Kolik otevřených množin obsahuje diskrétńı topologie na mno-

žině o n prvćıch?
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1.4 Eukleidovská topologie

Daľśı významnou topologíı je již zmı́něná eukleidovská topologie. Euklei-

dovská topologie může být zavedena na množině reálných č́ıslech, na rovině,

klasickém trojrozměrném prostoru nebo i na v́ıcerozměrných prostorech –

na všech eukleidovských prostorech. Eukleidovské prostory budeme značit

Rn, kde n znač́ı dimenzi prostoru. Tedy R je množina reálných č́ısel, R2 je

rovina, R3 trojrozměrný eukleidovský prostor atd. Každý bod v prostoru Rn

je jednoznačně určen n-tićı reálných č́ısel.

Pokud pracujeme s eukleidovskými prostory (a objekty v nich), už́ıváme

k tomu nejčastěji právě eukleidovskou topologii. Jedná se o nejpřirozeněǰśı

nástroj, kterým může topolog zkoumat reálná č́ısla a geometrické objekty.

Je proto také často označována jako standardńı či přirozená topologie. Též

je zvykem, že pokud uvažujeme nějaký eukleidovský prostor a explicitně

neuvád́ıme, jakou topologii použ́ıváme, máme na mysli topologii eukleidov-

skou.

1.4.1 Eukleidovská topologie na R

Množina reálných č́ısel R je speciálńım, a v jistém smyslu nejzákladněǰśım,

př́ıpadem eukleidovského prostoru Rn, kterému se proto budeme věnovat

zvlášt’. Pokud nejprve pochoṕıme eukleidovskou topologii na reálných č́ıslech,

bude pak také jednodušš́ı pochopit ji na obecném eukleidovském prostoru.

Definice 1.4.1. Necht’ A je podmnožina reálných č́ısel. Pak A nazveme

otevřenou v eukleidovské topologii na R, pokud plat́ı, že pro každé x ∈ A

existuj́ı a, b ∈ R, přičemž a < b, taková, že x ∈ (a, b) ⊆ A.

Neboli aby byla množinaA otevřená, muśı být všechny jej́ı prvky obsaženy

v otevřených intervalech, které celé lež́ı v množině A.

Cvičeńı 1.4.1. Je množina A na obrázku 1.6 otevřená?

Lehko nyńı odvod́ıme, že každý otevřený interval bude otevřenou množi-
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Obrázek 1.6: Otevřený interval (a, b) a bod x v množině A

nou, nebot’ nám stač́ı za (a, b) zvolit celý uvažovaný interval, jež tak bude

obsahovat všechny své body.

Věta 1.4.2. Všechny otevřené intervaly reálných č́ısel jsou otevřené množiny

v eukleidovské topologii na R.

D̊ukaz. Mějme otevřený interval (p, q) a reálné č́ıslo x z tohoto intervalu.

Zvolme a = p a b = q. Pak jistě plat́ı, že x ∈ (a, b) ⊆ (p, q) a (p, q) je tak

otevřená množina v R.

Podle axiomů topologie (definice 1.1.1) pak otevřené muśı být i každé

sjednoceńı (a pr̊unik) otevřených interval̊u.

Dále každý uzavřený interval je doplňkem nějakého sjednoceńı otevřených

interval̊u, což nás vede k následuj́ıćı větě.

Věta 1.4.3. Všechny uzavřené intervaly reálných č́ısel jsou uzavřené množiny

v eukleidovské topologii na R.

D̊ukaz. Mějme uzavřený interval ⟨p, q⟩. Doplňkem tohoto intervalu v R je

(−∞, p) ∪ (q, ∞), což je sjednoceńı dvou otevřených interval̊u a tedy je to

otevřená množina v R. Interval ⟨p, q⟩ je tak uzavřená množina v R.

Sjednoceńı konečného počtu uzavřených interval̊u je pak uzavřená množina

podle věty 1.2.3.

Cvičeńı 1.4.2. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda jsou následuj́ıćı množiny v eu-

kleidovské topologii otevřené nebo uzavřené:

a) jednoprvková množina {x}, x ∈ R,
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b) množina celých č́ısel Z,

c) množina kladných č́ısel (bez nuly),

d) množina nezáporných č́ısel,

e) zleva uzavřený interval ⟨p, q).

Cvičeńı 1.4.3. Může být některá podmnožina R v eukleidovské topologii

obojetná?

1.4.2 Eukleidovská topologie na Rn

V obecném eukleidovském prostoru je eukleidovská topologie definována po-

moćı otevřených kouĺı.

Otevřená koule v eukleidovském prostoru je určena svým středem a po-

loměrem. Jedná se o množinu bod̊u, které jsou od středu vzdálené méně, než

je daný poloměr.

Definice 1.4.4. Mějme eukleidovský prostor Rn, v něm bod S a dále reálné

č́ıslo r > 0.Otevřenou kouĺı v prostoru Rn pak rozumı́me množinuBn(S, r) =

{x ∈ Rn | |x− S| < r}.

Otevřenou kouĺı v R3 je tak koule bez svého pláště, znač́ıme ji B3. Otevře-

nou dvourozměrnou kouĺı B2 je kruh bez své ohraničuj́ıćı kružnice.

Otevřenou jednorozměrnou kouĺı B neńı nic jiného než otevřený inter-

val. Dı́ky tomu si jistě všimneme spojitosti mezi již vyslovenou definićı eu-

kleidovské topologie na R a následuj́ıćı definićı. Definice na R je totiž jen

speciálńım př́ıpadem definice na Rn.

Definice 1.4.5. Necht’ A je podmnožina eukleidovského prostoru Rn. Pak A

nazveme otevřenou v eukleidovské topologii na Rn, pokud plat́ı, že pro každé

x ∈ A existuje otevřená koule Bn(S, r) se středem v bodě S a poloměrem r

taková, že x ∈ Bn(S, r) ⊆ A.
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Obrázek 1.7: Otevřený kruh B2 s bodem x v množině A

Tedy A je otevřená v Rn, pokud jsou všechny jej́ı prvky obsaženy v otevře-

ných kouĺıch dimenze n, které jsou všechny podmnožinou A. Jinak řečeno

množina A je sjednoceńım otevřeých n-dimenzionálńıch kouĺı (které se mohou

překrývat).

Ověřme, že eukleidovská topologie je topologíı dle definice 1.1.1. V celém

prostoru Rn jistě kolem každého bodu najdeme otevřenou kouli a pro ∅,
jelikož neobsahuje žádné body, nemáme žádné omezuj́ıćı podmı́nky, tedy X

a ∅ jsou otevřené. Pokud máme sjednoceńı libovolného počtu otevřených

množin, v́ıme o každém jeho bodě, že byl prvkem nějaké otevřené koule v

jedné z p̊uvodńıch množin, a muśı tak být i nyńı. Nakonec každý pr̊unik

konečného počtu otevřených množin je nějaká množina bez své hranice.2 Pro

každý bod v takovém pr̊uniku můžeme vybrat otevřenou kouli se středem

v tomto bodě a poloměrem takovým, jaká je nejmenš́ı vzdálenost k hranici

pr̊uniku a ten je tak jistě otevřený.

Cvičeńı 1.4.4. Vyberte množiny, které jsou v př́ıslušné eukleidovské topo-

logii otevřené:

a) bod x v R3,

b) př́ımka v R2,

c) čtverec bez své hranice v R2,

2Hranici formálně definujeme v kapitole 2.5, v eukleidovských prostorech se však jedná

o intuitivńı pojem.
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d) množina bod̊u s kladnou x-ovou souřadnićı v R2.

Kupř́ıkladu v R2 jsou otevřené všechny dvojrozměrné útvary bez křivky,

která je ohraničuje. Kolem bod̊u na hraničńı křivce totiž nemůžeme umı́stit

kružnice, které by byly celé v našem útvaru. Podobné je to s útvary nižš́ıch

dimenźı – jednorozměrnými a osamělými body.

V R3 jsou pak otevřené trojrozměrné útvary bez dvourozměrného po-

vrchu, který je ohraničuje. Obdobně ve vyšš́ıch rozměrech by platilo, že v Rn

může být otevřený pouze n-rozměrný objekt bez (n− 1)-rozměrného útvaru,

který jej ohraničuje.

1.5 Podprostorová topologie

Daľśı velmi užitečnou topologíı je topologie podprostorová. Použ́ıvá se pokud

pracujeme s podmnožinami jiných prostor̊u. Pro práci s konkrétńımi objekty

v eukleidovských prostorech eukleidovskou topologii často kombinujeme s to-

pologíı podprostorovou.

Podprostorová topologie jednoduchým zp̊usobem vytvář́ı novou topologii

z již existuj́ıćı. Pokud máme prostor X s topologíı τ a chceme zavést podpro-

storovou topologii na nějaké podmnožině Y ⊆ X, prostě z otevřených množin

prostoru X vynecháme všechny body, které do Y nepatř́ı. Tedy pro podpro-

storovou topologii uvažujeme pouze ty body p̊uvodńı topologie, které nálež́ı

podprostoru.

Definice 1.5.1. Necht’ (X, τ) je topologický prostor a Y je podmnožina X.

Pak množina τY = {O ∩ Y | O ∈ τ} podmnožin Y je topologie na Y , kte-

rou nazveme podprostorovou topologíı. Topologický prostor (Y, τY ) nazveme

podprostorem prostoru (X, τ).

Př́ıklad 1.5.2. Mějme množinu X = {a, b, c, d, e, f}, na ńı topologii τ =

{X, ∅, {e}, {a, b}, {a, b, e}, {c, d, e}, {c, d, e, f}, {a, b, c, d, e}} a množinu

Y = {b, c, f}.
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Pak podprostorovou topologíı na podprostoru Y je τY = {{b, c, f}, ∅, {b},
{c, f}, {c}, {b, c}}.

Podprostorová topologie splňuje definici topologie 1.1.1, nebot’
”
vynechá-

vané“ odeb́ıráme vždy ze všech otevřených množin (takže body odebrané ze

skupiny otevřených množin jsou odebrané i z jejich sjednoceńı a pr̊uniku).

Cvičeńı 1.5.1. V následuj́ıćıch př́ıpadech je vždy dán topologický prostor

(X, τ) a množina Y ⊆ X. Jak vypadaj́ı otevřené množiny podprostorové

topologie na Y ?

a) X = {1, 2, 3, 4, 5}, τ = {X, ∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}, {2, 3, 5},
{1, 2, 3, 5}, {2, 3, 4, 5}}, Y = {1, 3, 5}.

b) X = R, eukleidovská topologie, Y = Z.

c) X = R, eukleidovská topologie, Y = (−∞, 0) ∪ ⟨1, 5⟩.

Bonus: Furstenberg̊uv d̊ukaz nekonečnosti

prvoč́ısel

Bonusová část této kapitoly prezentuje jedno nečekané využit́ı topologie v jiné

oblasti matematiky. Předvedeme d̊ukaz Eukleidovy věty o prvoč́ıslech, což

je známé tvrzeńı z teorie č́ısel. Čteńı této části neńı pro pochopeńı daľśıho

materiálu nutné, d̊ukaz nicméně uvád́ıme jakožto zaj́ımavost.

Topologický d̊ukaz Eukleidovy věty o prvoč́ıslech poprvé publikoval tehdy

dvacetiletý student matematiky Hillel Furstenberg, a to v roce 1955. Furs-

tenberg̊uv d̊ukaz sice neńı prvńım d̊ukazem této věty,3 pro nás je však zaj́ıma-

vý t́ım, že využ́ıvá pouze nejzákladněǰśıch topologických pojmů a aplikuje je

v naprosto odlǐsné části matematiky.

Věta 1.6.1 (Eukleidova věta o prvoč́ıslech). Existuje nekonečně mnoho

prvoč́ısel.

3Klasický d̊ukaz poskytl ve 4. stolet́ı před naš́ım letopočtem sám Eukleidés.
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Furstenberg̊uv d̊ukaz je postaven na vhodném definováńı topologie, a to

na množině celých č́ısel Z. Samotnou větu pak dokážeme sporem, přičemž

využijeme vlastnost́ı zavedené topologie.

D̊ukaz. Mějme aritmetickou posloupnost P (a, b) danou předpisem P (a, b) =

{an + b | n ∈ Z}. Každá posloupnost P (a, b) tedy vznikne tak, že vezmeme

množinu celých č́ısel Z, každý jej́ı prvek n vynásob́ıme č́ıslem a a k výslednému

č́ıslu přičteme b.

Topologii na množině Z definujeme následovně: každá otevřená množina

je bud’ libovolným sjednoceńım posloupnost́ı P (a, b), kde a ̸= 0, nebo se

jedná o prázdnou množinu.

Pro náš d̊ukaz budou d̊uležité dvě vlastnosti této topologie:

1. Každá posloupnost P (a, b) je zároveň otevřená i uzavřená.

Doplněk do množiny celých č́ısel lze totiž pro libovolnou posloupnost

P (a, b) zapsat jako sjednoceńı jiných otevřených posloupnost́ı následu-

j́ıćım zp̊usobem:

P (a, b) = Z \
a−1⋃
k=1

P (a, b+ k)

2. Doplněk konečné neprázdé množiny nemůže být uzavřená množina.

Každá neprázdná otevřená množina je totiž nekonečnou posloupnost́ı

č́ısel a konečná množina tak nemůže být otevřená.

Nyńı necht’ p znač́ı libovolné prvoč́ıslo. Uvažme všechny P (p, 0), tedy

posloupnosti sestávaj́ıćı ze všech celoč́ıselných násobk̊u prvoč́ısel. Jelikož je-

dinými celými č́ısly, které nepatř́ı mezi celoč́ıselné násobky prvoč́ısel jsou 1

a −1, plat́ı rovnost:

⋃
p

P (p, 0) = Z \ {−1, 1}

Pokud by existovalo pouze konečné množstv́ı prvoč́ısel, byla by levá strana

rovnice sjednoceńım konečného počtu množin, které jsou podle 1. vlastnosti
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uzavřené, a tedy by byla uzavřená. Podle 2. vlastnosti však pravá strana

rovnice naopak nemůže být uzavřená, č́ımž jsme došli ke sporu.
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Řešeńı cvičeńı

Cvičeńı 1.1.1.

Řešeńı. Topologie na množině A = {a, b}: τ1 = {X, ∅}, τ2 = {X, ∅, {a}},
τ3 = {X, ∅, {b}}, τ4 = {X, ∅, {a}, {b}}.

Topologie na množině B = {a, b, c}: τ1 = {X, ∅}, τ2 = {X, ∅, {a}},
τ3 = {X, ∅, {b}}, τ4 = {X, ∅, {c}}, τ5 = {X, ∅, {a, b}}, τ6 = {X, ∅, {b, c}},
τ7 = {X, ∅, {a, c}}, τ8 = {X, ∅, {a}, {a, b}}, τ9 = {X, ∅, {b}, {a, b}},
τ10 = {X, ∅, {c}, {a, b}}, τ11 = {X, ∅, {a}, {b, c}},
τ12 = {X, ∅, {b}, {b, c}}, τ13 = {X, ∅, {c}, {b, c}},
τ14 = {X, ∅, {a}, {a, c}}, τ15 = {X, ∅, {b}, {a, c}},
τ16 = {X, ∅, {c}, {a, c}}, τ17 = {X, ∅, {a}, {b}, {a, b}},
τ18 = {X, ∅, {b}, {c}, {b, c}}, τ19 = {X, ∅, {a}, {c}, {a, c}},
τ20 = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c}}, τ21 = {X, ∅, {b}, {a, b}, {b, c}},
τ22 = {X, ∅, {c}, {b, c}, {a, c}}, τ23 = {X, ∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c}},
τ24 = {X, ∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}}, τ25 = {X, ∅, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}},
τ26 = {X, ∅, {b}, {c}, {b, c}, {a, c}}, τ27 = {X, ∅, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}},
τ28 = {X, ∅, {a}, {c}, {b, c}, {a, c}},
τ29 = {X, ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}}.

Cvičeńı 1.2.1.

Řešeńı. ∅, X, {a, c, d, e, f}, {a, b, d, e, f}, {a, d, e, f}, {b, d, f}, {a, b, e},
{d, f}, {a, e}, {b}

Cvičeńı 1.2.2.

Řešeńı. {l} - obojetná, {n} - uzavřená, {l, m} - ani otevřená, ani uzavřená,

{m, n} - uzavřená, {k, l, m} - otevřená, {k, l, m, n} - obojetná
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Cvičeńı 1.3.1.

Řešeńı. Začněme diskrétńım topologickým prostorem. Jelikož diskrétńı topo-

logie obsahuje všechny podmnožiny prostoru, doplněk jakékoliv podmnožiny

topologického prostoru muśı být otevřený. Všechny podmnožiny diskrétńıho

prostoru jsou tak muśı být uzavřené.

Indiskrétńı topologický prostor obsahuje jen dvě otevřené množiny - celý

topologický prostor a prázdnou množinu. Tyto dvě množiny jsou si navzájem

svými doplňky, tedy jsou zároveň uzavřené.

Cvičeńı 1.3.2.

Řešeńı. Tento počet je z definice roven počtu podmnožin n-prvkové množiny.

Pokud vyb́ıráme podmnožiny z n-prvkové množiny, máme pro každý z jej́ıch

n prvk̊u dvě možnosti - bud’ ji vybereme, nebo ne. Tento počet je tak 2n.

Cvičeńı 1.4.1.

Řešeńı. Neńı, nebot’ jej́ı pravý krajńı bod nemůže být prvkem žádného otevře-

ného intervalu, který by byl podmnožinou A.

Cvičeńı 1.4.2.

Řešeńı.

a) Uzavřená množina - doplňkem je sjednoceńı dvou otevřených interval̊u

(−∞, x) ∪ (x, ∞).

b) Uzavřená množina - doplňkem je sjednoceńı otevřených interval̊u.

c) Otevřená množina - (0, ∞) je otevřený interval.

d) Uzavřená množina - ⟨0, ∞) je uzavřená množina.

e) Ani otevřená, ani uzavřená - neńı otevřená, nebot’ p neńı prvkem žádné

otevřené podmnožiny ⟨p, q), jmenovitě p ̸∈ (p, q) a neńı uzavřená, ne-

bot’ q neńı prvkem žádné otevřené podmnožiny doplňku ⟨p, q), tedy
množiny (−∞, p) ∪ ⟨q, ∞) jmenovitě q ̸∈ (−∞, p) ∪ (q, ∞).

30



Cvičeńı 1.4.3.

Řešeńı. Obojetné jsou pouze R a ∅, pokud je totiž jiná podmnožina R
otevřená, je sjednoceńım jednoho či v́ıce otevřených interval̊u a jej́ım do-

plněk je vždy sjednoceńı uzavřených interval̊u, což je vždy jedině uzavřená

množina.

Cvičeńı 1.5.1.

Řešeńı.

a) τY = {{1, 3, 5}, ∅, {1}, {3, 5}, {3}, {1, 3}}.

b) V podprostorové topologii muśı být otevřená každá množina {x}, x ∈ Z,
nebot’ pr̊unik apř́ıklad každého intervalu (x − 1, x + 1) s {x} je {x}.
Podprostorová topologie na Z je tak topologie diskrétńı, podle věty

1.3.2.

c) Na intervalu (−∞, 0) jsou otevřené všechny otevřené intervaly. Všechny

otevřené intervaly jsou otevřené rovněž v rámci intervalu (1, 5). Dále

jsou otevřené všechny zleva uzavřené intervaly ⟨1, a), kde 1 < a ≤ 5

a všechny zprava uzavřené intervaly (b, 5⟩, kde 1 ≤ b < 5. Otevřené

jsou samozřejmě také libovolná sjednoceńı popsaných interval̊u.

Podmnožiny ⟨0, 1) ∪ (5, ∞) být otevřené nemohou, nebot’ nenálež́ı

podprostoru.
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Kapitola 2

O množinách

Ted’, když jsme obeznámeni s t́ım, co vlastně topologické prostory jsou, je

na čase naučit se s nimi pracovat.

Jak jsme si již stačili všimnout, k topologickým prostor̊um neodmysli-

telně patř́ı množiny – každý topologický prostor je množinou. V této kapi-

tole se proto zbĺızka pod́ıváme právě na ně. Nauč́ıme se množiny popiso-

vat a seznámı́me se s některými jejich (topologicky) d̊uležitými vlastnostmi

a součástmi. Budeme se na ně d́ıvat očima topologa.

Některá z následuj́ıćıch pojmenováńı, jež se množin týkaj́ı, nám mohou,

ne náhodou, být povědomá z jiných oblast́ı matematiky.

2.1 Limitńı body aneb derivace množiny

Na reálných č́ıslech je definován vcelku intuitivńı pojem limity. Mějme např́ı-

klad posloupnost č́ısel zač́ınaj́ıćı jedničkou a každý daľśı člen vytvoř́ıme jako

polovinu předešlého. Pak každý daľśı člen této posloupnosti se v́ıce a v́ıce bĺıž́ı

nule, avšak žádný člen posloupnosti se nule rovnat nemůže. Nulu bychom

nazvali limitou takové posloupnosti.

Limitńı body jsou obdobou limit posloupnost́ı. Jelikož se jedná o zo-

becněńı na mnohem širš́ı skupinu objekt̊u, na libovolný topologický prostor,

jejich význam již tak jasný neńı. Daj́ı se však pomoćı nich definovat daľśı
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pojmy, čehož budeme cht́ıt dosáhnout.

Dodejme, že prvk̊um topologického prostoru X se ř́ıká body.

Definice 2.1.1. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Bod

x ∈ X nazveme limitńım bodem množiny A, pokud každá otevřená množina

obsahuj́ıćı x obsahuje bod y ∈ A r̊uzný od x.

Cvičeńı 2.1.1. V rovině je dán topologický prostor X, kde otevřenými

množinami jsou právě množiny O1, O2, O3, O4 spolu se všemi jejich sjedno-

ceńımi a pr̊uniky, dále množina A ⊆ X a body a, b, c, d, e, f , viz obrázek

2.1. Poznamenejme ještě, že c je jediný společný bod množin A a O2. Které

ze zmı́něných bod̊u jsou limitńımi body množiny A?

Obrázek 2.1: Prostor X s body a, b, c, d, e, f

Z posledńıho cvičeńı je patrné, že limitńı bod množiny může, ovšem ne-

muśı, být prvkem této množiny.

Definice 2.1.2. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

derivaćı množiny A rozumı́me množinu všech jej́ıch limitńıch bod̊u. Znač́ıme

A′.

Cvičeńı 2.1.2. Mějme množinu X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} a na ńı topologii

τ = {X, ∅, {1}, {4, 6}, {1, 4, 6}, {1, 2, 3, 5}}. Určete derivaci množiny A =

{1, 2, 3}.

Cvičeńı 2.1.3. Jaká by byla derivace množiny A z obrázku 2.1?

Cvičeńı 2.1.4. Dokažte, že body diskrétńıho prostoru nejsou nikdy limitńı.
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2.2 Okoĺı bodu

S limitńımi body úzce souviśı pojem okoĺı.

Zat́ımco u některých množin je očividné, kdy jsou si dva prvky
”
bĺızké“

(č́ıselné množiny, geometrie), u některých už to tak jasné být nemuśı. Proto

topologové přǐsli s termı́nem okoĺı. Okoĺı nám udává, kdy jsou si
”
bĺızké“

nějaké body topologického prostoru, konkrétně které body jsou v okoĺı jiného.

Jelikož topologické prostory obecně nenesou informaci o vzdálenostech svých

bod̊u, využ́ıváme k tomu otevřených množin.

Definice 2.2.1. Necht’ (X, τ) je topologický prostor, A je podmnožina X

a x ∈ A. Množinu A nazveme okoĺım bodu x, pokud existuje otevřená

podmnožina A obsahuj́ıćı x.

Pokud je okoĺı A zároveň otevřenou množinou, ř́ıkáe mu otevřené okoĺı.

Obrázek 2.2: Okoĺı A a otevřené okoĺı AO bodu x

Zřejmě tak každá otevřená množina je otevřeným okoĺım pro všechny

body, které obsahuje. To se dá využ́ıt v d̊ukazu následuj́ıćı věty.

Věta 2.2.2. Necht’ (X, τ) je topologický prostor a A ⊆ X. Množina A je

otevřená, právě když každé x ∈ A má otevřené okoĺı Nx ⊆ A.

D̊ukaz. Tvrzeńı rozděĺıme na dvě implikace, které dokážeme zvlášt’.

Pokud je A otevřená množina, můžeme za okoĺı Nx každého x ∈ A zvolit

právě množinu A, tedy prvńı implikace plat́ı.

Pokud má každé x ∈ A otevřené okoĺı Nx, pak A je sjednoceńı všech Nx,

což je jakožto sjednoceńı otevřených množin otevřená množina.
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Cvičeńı 2.2.1. Mohou v topologickém prostoru existovat body bez okoĺı?

Cvičeńı 2.2.2. Přeformulujte definici limitńıho bodu 2.1.1 tak, abyste použili

pojem (otevřené) okoĺı.

2.3 Uzávěr množiny

Jedńım z nejv́ıce frekventovaných pojmů v obecné topologii je uzávěr množiny.

Snad proto má uzávěr, stejně jako četné daľśı matematické pojmy, několik

ekvivalentńıch definic. My si uvedeme dvě z nich, jednu pomoćı derivace

množiny, druhou využ́ıvaj́ıćı uzavřených množin.

Definice 2.3.1. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

množinu A ∪ A′ nazýváme uzávěrem množiny A, znač́ıme A.

Vrat’me se ještě jednou k definici limitńıho bodu. Snadno nahlédneme, že

pokud v této definici povoĺıme, aby se y rovnalo x, źıskáme bod uzávěru.

Lze dokázat, že množina A ∪ A′ je vždy uzavřená, my tak však činit

nebudeme, nebot’ to př́ımo plyne z naš́ı druhé, ekvivalentńı definice.

Definice 2.3.2. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

uzávěrem množiny A rozumı́me pr̊unik všech uzavřených množin, které A

obsahuj́ı.

Obrázek 2.3: Uzávěr množiny (U1, U2 jsou uzavřené množiny)
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Z toho hned vyplývá, že A je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı A.

Zřejmě tak plat́ı, že každá množina je podmnožinou svého uzávěru, A ⊆ A,

přičemž rovnost nastává právě, když je A uzavřená množina.

Abychom byli úplně korektńı, dokažme ještě, že naše dvě definice skutečně

popisuj́ı tu samou věc, tedy že jsou ekvivalentńı.

Věta 2.3.3. Definice 2.3.1 je ekvivalentńı s definićı 2.3.2.

D̊ukaz. Uzavřené nadmnožiny A označ́ıme Bi, jejich pr̊unik je pak
⋂

i∈I Bi

pro nějakou množinu index̊u I.

Tvrzeńı dokážeme nepř́ımo, neboli budeme dokazovat ekvivalenci

x ̸∈ A ∪ A′ ⇐⇒ x ̸∈
⋂

i∈I Bi. Předvedeme d̊ukaz implikace x ̸∈
⋂

i∈I Bi =⇒
x ̸∈ A ∪ A′, přičemž obrácená implikace by se dokázala tak, že celý d̊ukaz

obrát́ıme a budeme postupovat opačně.

Pokud x ̸∈
⋂

i∈I Bi, muśı existovat nějaké B0, které neobsahuje x, x ̸∈ B0.

Bod x tak jistě nálež́ı doplňku B0, x ∈ X \ B0. Jelikož B0 je z definice 2.3.2

uzavřená nadmnožina A, je X \ B0 otevřená množina, která je disjunktńı s

A. Vı́me tedy, že existuje otevřené okoĺı bodu x, které neobsahuje nic z A a

z definice limitńıho bodu tak x ̸∈ A ∪ A′.

Cvičeńı 2.3.1. Mějme množinu X = {a, b, c, d, e} s topologíı

τ = {X, ∅, {c}, {c, d}, {a, c, e}, {a, c, d, e}. Najděte uzávěry následuj́ıćıch

množin: {b}, {a, b}, {a, c}, {b, d, e}, ∅.

Pro řešeńı úloh v této práci je velmi užitečná následuj́ıćı implikace.

Věta 2.3.4. Pro každé dvě podmnožiny A, B topologického prostoru plat́ı:

A ⊆ B =⇒ A ⊆ B.

D̊ukaz. Vı́me, že B ⊆ B, tedy určitě A ⊆ B ⊆ B. Uzávěrem množiny A

tak zřejmě muśı být bud’ B nebo nějaká jej́ı uzavřená podmnožina, takže

A ⊆ B.

Zde je třeba zd̊uraznit, že obrácená implikace pravdivá neńı. Přesvědčme

se na př́ıkladu.

36



Př́ıklad 2.3.5. Mějme množiny A = (1; 3⟩ a B = (1; 3⟩ \ {2} s běžnou

topologíı. Uzávěry obou množin jsou rovny ⟨1; 3⟩ a splňuj́ı tak podmı́nku

A ⊆ B. Zřejmě však A ̸⊆ B.

Věta 2.3.6. Pro každé dvě množinyA, B libovolného topologického prostoru

plat́ı A ∪ B = A ∪ B.

D̊ukaz. Dokážeme zvlášt’ tvrzeńı A ∪ B ⊆ A ∪ B a A ∪ B ⊆ A ∪ B.

Pokud plat́ı obě zároveň, dokazovaná věta muśı platit.

Protože A ⊆ A ∪ B a B ⊆ A ∪ B, zřejmě A i B jsou podmnožinami

A ∪ B. Pak i pro jejich sjednoceńı A ∪ B muśı platit A ∪ B ⊆ A ∪ B.

Dále v́ıme, že A ⊆ A a B ⊆ B, proto A ∪ B ⊆ A ∪ B. A ∪ B

je sjednoceńı dvou uzavřených množin, je tedy také uzavřenou množinou.

Uzávěr množiny A ∪ B je pak z definice bud’ A ∪ B nebo jej́ı podmnožina,

z čehož plyne A ∪ B ⊆ A ∪ B.

Tedy A ∪ B = A ∪ B.

Daľśımi vlastnostmi uzávěru se zabývá následuj́ıćı úloha. Jej́ı řešeńı je

oproti cvičeńım, která jsme zat́ım potkali, o něco náročněǰśı, přesto vřele

doporučujeme se o řešeńı pokusit, př́ıpadně si alespoň přeč́ıst autorské řešeńı

na konci kapitoly.

Úloha 2.3.2. [25] Dokažte, že pro všechny podmnožiny A,B libovolného

topologického prostoru plat́ı:

a) A ∩ B ⊆ A ∩ B,

b) A \ B ⊆ A \ B.

Ukažte na př́ıkladu, že inkluze nemohou být nahrazeny rovnostmi.1

1Pro řešeńı části b) doporučujeme využ́ıt definici okoĺı.
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2.4 Vnitřek množiny

Narozd́ıl od uzávěru je vnitřek pojem relativně dobře známý, konkrétně z

geometrie. Tam označuje část roviny, kterou nějaká uzavřená křivka odděluje

od zbytku roviny. Např́ıklad vnitřkem kružnice rozumı́ geometr kruh bez

této kružnice. Avšak topolog vid́ı situaci docela jinak. V topologii je definice

vnitřku oproti geometrii posunuta a vyžaduje, aby byl vnitřek množiny jej́ı

část́ı. Topolog by mohl ř́ıct, stejně jako geometr, že vnitřkem kruhu je celý

kruh bez kružnice, která jej ohraničuje.2 Samotná kružnice s běžnou topologíı

by pak měla vnitřek prázdný.

O uzávěru a vnitřku můžeme uvažovat jako o jakýchsi aproximaćıch

množin. Zat́ımco uzávěr k tomuto účelu využ́ıvá uzavřené množiny, vnitřek

hovoř́ı o množinách otevřených.

Definice 2.4.1. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

vnitřkem množiny A rozumı́me největš́ı otevřenou množinu, kterou množina

A obsahuje. Znač́ıme IntA.3

Obrázek 2.4: Vnitřek množiny (O1, O2 jsou otevřené množiny)

Očividně každá množina je nadmnožinou svého vnitřku, IntA ⊆ A,

přičemž množina je rovna svému vnitřku právě, když je otevřená.

Obdobná implikace jako z části 2.3 o uzávěrech plat́ı i o vnitřćıch množin.

2Tuto kružnici bychom nazvali hranićı kruhu. Vı́ce o hranici v kapitole 2.5.
3Z anglického interior.
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Věta 2.4.2. Pro každé dvě podmnožiny A, B libovolného topologického pro-

storu plat́ı:

A ⊆ B =⇒ IntA ⊆ IntB.

D̊ukaz. Vı́me, že IntA ⊆ A, tedy určitě IntA ⊆ A ⊆ B. Vnitřkem

množinyB tak zřejmě muśı být bud’ IntA nebo nějaká jeho otevřená nadmnožina,

takže IntA ⊆ IntB.

Obecně opět plat́ı, že obrácená implikace pravdivá neńı. Dokážete takovou

implikaci vyvrátit?

Cvičeńı 2.4.1. Najděte konkrétńı př́ıklad dvou množin A, B, pro které

IntA ⊆ IntB a zároveň A ̸⊆ B.

Dále o vnitřku můžeme vyslovit podobnou větu jako o sjednoceńı uzávěr̊u

(věta 2.3.6). Avšak pozor, narozd́ıl od uzávěr̊u, u vnitřku pojednává o pr̊uniku.

Věta 2.4.3. Pro každé dvě množinyA, B libovolného topologického prostoru

plat́ı IntA ∩ IntB = Int (A ∩ B).

D̊ukaz. Dokážeme postupně inkluze IntA ∩ IntB ⊆ Int (A ∩B) a Int (A ∩
B) ⊆ IntA ∩ IntB.

Z definice vnitřku IntA ⊆ A a IntB ⊆ B. Pak jistě IntA ∩ IntB ⊆
A ∩B. Vnitřek A ∩B je tak bud’ IntA ∩ IntB nebo nějaká jej́ı nadmnožina,

proto IntA ∩ IntB ⊆ Int (A ∩ B).

Nyńı protože A ∩ B ⊆ A a A ∩ B ⊆ B, pak podle věty 2.4.2 také

Int (A ∩ B) ⊆ IntA a Int (A ∩ B) ⊆ IntB. Nebot’ Int (A ∩ B) je

podmnožinou obou množin IntA i IntB, pak rovněž Int (A ∩ B) ⊆ IntA ∩
IntB.

Obě inkluze dohromady dávaj́ı rovnost IntA ∩ IntB = Int (A ∩ B).

Pokud bychom pr̊uniky nahradili sjednoceńımi, rovnost by neplatila ve všech

př́ıpadech.

Cvičeńı 2.4.2. Právě jedna z následuj́ıćıch inkluźı je obecně pravdivá. Roz-

hodněte, o kterou se jedná.
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a) IntA ∪ IntB ⊆ Int (A ∪ B).

b) Int (A ∪ B) ⊆ IntA ∪ IntB.

Mezi vnitřkem a uzávěrem existuje ještě jedna souvislost. Lze si všimnout,

že pokud vezmeme uzávěr doplňku nějaké množiny, je vzniklá uzavřená

množina doplňkem k vnitřku p̊uvodńı množiny.

Věta 2.4.4. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

IntA = X \ X \ A.

D̊ukaz. Větu rozděĺıme na dvě tvrzeńı, X \ X \ A ⊆ IntA a IntA ⊆
X \ X \ A, jejichž platnost ověř́ıme zvlášt’.

Z definice uzávěru plat́ı, že X \ A ⊆ X \ A, z toho X \ X \ A ⊆
X \ (X \ A) = A. Protože X \ A je uzavřená množina, je X \ X \ A

množina otevřená. Pak vnitřkem A je bud’ X \ X \ A nebo nějaká jej́ı

nadmnožina, tedy plat́ı, že X \ X \ A ⊆ IntA.

Mějme libovolnou otevřenou množinu O, která je podmnožinou A. Pak

X \ A ⊆ X \ O. X \ O je uzavřená množina, proto uzávěrem X \ A je

právě množina X \ O nebo nějaká jej́ı podmnožina, tedy X \ A ⊆ X \ O.

Pro doplňky posledńıch dvou množin tak muśı platit O ⊆ X \ X \ A. To

plat́ı pro jakoukoliv množinu O, tedy specielně i pro IntA, takže IntA ⊆
X \ X \ A.

Plat́ı tak zároveň X \ X \ A ⊆ IntA i IntA ⊆ X \ X \ A, proto

IntA = X \ X \ A.

Cvičeńı 2.4.3. Vyberte pravdivá tvrzeńı o vnitřku množiny v prostoru

(X, τ):

a) IntA ⊆ A.

b) IntX = ∅.

c) X \ A = Int (X \ A).

d) Pr̊unik vnitřk̊u dvou množin A, B je uzavřená množina.
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Úloha 2.4.4. [25] PodmnožinaA topologického prostoru, která splňuje podmı́nku

A = IntA se nazývá otevřená doména.

a) Ověřte, že vnitřek uzavřené množiny je otevřená doména.4

b) Dokažte, že pr̊unik dvou otevřených domén je otevřená doména. (Všimněte

si, že sjednoceńı dvou otevřených domén nemuśı být otevřená doména.

Kupř́ıkladu pokudA = (1, 2) aB = (2, 3), pak Int (1, 2) ∪ (2, 3) = (1, 3)

a A ∪ B ̸= IntA ∪ B.)

c) Ukažte, že pro otevřené domény A a B plat́ı, že A ⊆ B právě když

A ⊆ B.

2.5 Hranice množiny

Vzpomı́náte ještě na hranici kruhu?

Koncepty uzávěru a vnitřku množiny nám nadále vhodně spojuje právě

hranice. Jak již název napov́ıdá, hranice představuje body, které lež́ı jakoby

”
na okraji“ množiny. Např́ıklad pokud si vezmeme uzavřený interval ⟨1, 2⟩
s běžnou topologíı, jeho hranićı budou právě jeho krajńı body 1, 2. To samé

by platilo i pro otevřený interval (1, 2).

Formálně se jedná o všechny body, které sice lež́ı v uzávěru množiny, ale

ne v jej́ım vnitřku. Body hranice tak mohou, ale nemuśı být součást́ı p̊uvodńı

množiny, tak jako tomu je se zmı́něnými intervaly.

Definice 2.5.1. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

hranićı množiny A rozumı́me rozd́ıl jej́ıho uzávěru a vnitřku, A \ IntA.

Znač́ıme ∂ A.

Dı́ky větě 2.4.4 se hranice dá popsat i jako pr̊unik uzávěr̊u dvou kom-

plementárńıch množin. Následuj́ıćı věta ukazuje, že taková definice by byla

ekvivalentńı s naš́ı p̊uvodńı definićı 2.5.1.

4Tzn. A z definice v zadáńı nahrad́ıme IntU , kde U je uzavřená množina.
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Obrázek 2.5: Hranice množiny

Věta 2.5.2. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Pak

A \ IntA = ∂ A = A ∩ X \ A.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ A \ IntA. Pak zřejmě x ∈ A a x ̸∈ IntA. Protože

x ̸∈ IntA, jistě x ∈ X \ IntA. Z věty 2.4.4 ovšem v́ıme, že X \ IntA =

X \ A. Tedy x je zároveň prvkem A a X \ A, načež x ∈ A ∩ X \ A. Proto

A \ IntA ⊆ A ∩ X \ A.

Opačnou inkluzi bychom źıskali pouhým obráceńım argumentu.

Občas se hod́ı uvažovat o hranici právě takto. Nav́ıc z tohoto tvrzeńı

hned vyplývá, že hranice je vždy uzavřená množina, nebot’ je pr̊unikem dvou

uzavřených množin.

Cvičeńı 2.5.1. Mějme prostor (X, τ) a v něm množinu A. Rozhodněte,

která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou pravdivá a která nikoliv.

a) IntA = ∂ A \ A.

b) Množina A je obojetná, právě když ∂ A = ∅.

c) (X \ A) ∪ A = ∂ A.

d) ∂ (X \ A) = ∂ A.

Úloha 2.5.2. [25] Ověřte, že pokud množiny A a B splňuj́ı podmı́nku

A ∩ B = ∅ = A ∩ B, pak ∂ (A ∪ B) = ∂ A ∪ ∂ B.5

5Pokuste se dokázat alespoň inkluzi ∂ (A ∪ B) ⊆ ∂ A ∪ ∂ B. K d̊ukazu opačné inkluze

lze dobře použ́ıt d̊ukaz sporem.
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2.6 Hustá a ř́ıdká množina

Některé množiny mohou být doslova husté.

Definice 2.6.1. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ).

Množinu A nazveme v X hustou, pokud je jej́ım uzávěrem celý prostor X,

A = X.

Hustá je např́ıklad množina racionálńıch č́ısel Q v R s eukleidovskou

topologíı.

Věta 2.6.2. Množina Q je v R hustá.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že Q ̸= R. Pak existuje bod x takový, že

x ∈ R \ Q. Množina R \ Q je v R otevřená, takže existuj́ı reálná č́ısla a, b,

kdy a < b, pro která plat́ı, že x ∈ (a, b) ⊆ R \ Q. V každém intervalu (a, b)

však existuje racionálńı č́ıslo q, tedy q ∈ (a, b). Jistě tak q ∈ R \ Q a protože

Q ⊆ Q, pak q ∈ R \ Q. To je spor, nebot’ q ∈ Q. Tedy Q = R.

Opakem hustých množin jsou množiny ř́ıdké, navzdory svému názvu neméně

zaj́ımavé.

Definice 2.6.3. Necht’ B je podmnožina topologického prostoru (X, τ).

Množinu B nazveme v X ř́ıdkou, pokud vnitřkem jej́ıho uzávěru je prázdná

množina, IntB = ∅.

Pozoruhodným př́ıkladem ř́ıdké množiny je fraktálńı množina známá jako

Cantorovo diskontinuum. Fraktály obecně vznikaj́ı tak, že pořád dokola opa-

kujeme nějaký většinou jednoduchý krok, č́ımž ovšem mohou vznikat velmi

složitě vypadaj́ıćı struktury.

K vytvořeńı Cantorova diskontinua začneme s uzavřenou úsečkou dané

délky (řekněme délky jedna) a následně odebereme jej́ı otevřenou prostředńı

třetinu. V daľśıch kroćıch (iteraćıch) provedeme to samé s každou daľśı vznik-

lou úsečkou. Tento proces opakujeme do nekonečna.

Právě nekonečnost tohoto procesu zaručuje, že Cantorovo diskontinuum

je v R ř́ıdké.
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Obrázek 2.6: Prvńıch šest iteraćı Cantorova diskontinua [26]

Věta 2.6.4. Cantorovo diskontinuum je v R ř́ıdká množina.

D̊ukaz. Snadno nahlédneme, že po každém jednotlivém kroku vznikaj́ı úsečky

třetinové délky, po n kroćıch tak máme úsečky délky 1
3n
. Jelikož však proces

opakujeme nekonečněkrát, pro každou délku úsečky d jistě najdeme přirozené

č́ıslo k takové, že 1
3k

< d, z čehož můžeme vyvodit, že Cantorovo diskonti-

nuum neobsahuje žádné intervaly. Aby byl jeho vnitřek neprázdný, muselo by

Cantorovo diskontinuum obsahovat otevřenou podmnožinu, což dle definice

1.4.1 nemůže právě z d̊uvodu absence interval̊u. Jeho vnitřek je tak prázdný.

Zároveň je Cantorovo diskontinuum jistě uzavřenou množinou, nebot’ jeho

doplňkem je sjednoceńı všech otevřených interval̊u které jsme odebrali a těch

dvou, jež byly doplňkem výchoźıho intervalu do R.
Cantorovo diskontinuum je tedy rovno svému uzávěru, jehož vnitřek je

proto prázdný, a skutěčně se tak jedná o ř́ıdkou množinou v R.

Cvičeńı 2.6.1. Dokažte, že množina nemůže být hustá a ř́ıdká zároveň.
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Řešeńı cvičeńı a úloh

Řešeńı cvičeńı

Cvičeńı 2.1.1.

Řešeńı. Limitńı body množiny A jsou a, b, e, f .

Zd̊uvodněńı: a, b, f jsou vždy prvky X a jedné z množin O1, O3, které

maj́ı neprázdný pr̊unik s A; e je prvkem otevřené množiny X, nadmnožiny

A; c je prvkem O2, která však neobsahuje jiný prvek z A; d je prvkem O4,

která má prázdný pr̊unik s A.

Cvičeńı 2.1.2.

Řešeńı. A′ = {2, 3, 5}

Cvičeńı 2.1.3.

Řešeńı. Všechny body topologického prostoru kromě množiny O4 a bodu c.

Cvičeńı 2.1.4.

Řešeńı. Necht’ x je libovolný bod v diskrétńım topologickém prostoru. Jed-

noprvková množina {x} je v něm jistě otevřená a jelikož neobsahuje žádný

jiný bod, x nemůže být limitńım bodem žádné množiny.

Cvičeńı 2.2.1.

Řešeńı. Z definice by to byl takový bod, který neńı prvkem žádné otevřené

množiny. Takový bod však neexistuje, nebot’ celý topologický prostor je vždy

otevřená množina. Tedy každý bod má nějaké okoĺı.
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Cvičeńı 2.2.2.

Řešeńı. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ). Bod x ∈ X

nazveme limitńım bodem množiny A, právě když každé (otevřené) okoĺı bodu

x obsahuje bod z A r̊uzný od x.

Cvičeńı 2.3.1.

Řešeńı. {b} = {b}, {a, b} = {a, b, e}, {a, c} = X, {b, d, e} = {a, b, d, e},
∅ = ∅

Cvičeńı 2.4.1.

Řešeńı. Existuje nekonečně mnoho správných řešeńı, uved’me jeden př́ıklad.

Necht’ A = ⟨1, 3⟩ a B = (1, 3⟩. Pak IntA = IntB = (1, 3), tedy inkluze

IntA ⊆ IntB je pravdivá, ovšem A ̸⊆ B.

Cvičeńı 2.4.2.

Řešeńı. Obecně plat́ı a) IntA ∪ IntB ⊆ Int (A ∪ B). Protože ze zadáńı

v́ıme, že plat́ı právě jedna inkluze, stač́ı nám bud’ ukázat, že plat́ı IntA ∪
IntB ⊆ Int (A ∪ B), nebo naj́ıt protipř́ıklad k Int (A ∪ B) ⊆ IntA ∪
IntB. My uvedeme oba zp̊usoby.

Jelikož A ⊆ A ∪ B a B ⊆ A ∪ B, pak jistě IntA ⊆ Int (A ∪ B)

a IntB ⊆ Int (A ∪B). Sjednoceńı IntA ∪ IntB je pak určitě podmnožinou

Int (A ∪ B).

Inkluze b) Int (A ∪ B) ⊆ IntA ∪ IntB neplat́ı např́ıklad, pokud vez-

meme A = ⟨0, 1⟩ a B = ⟨1, 2⟩. V tomto př́ıpadě Int (A ∪ B) = (0, 2)

a IntA ∪ IntB = (0, 1) ∪ (1, 2). Zřejmě tedy Int (A ∪ B) ̸⊆ IntA ∪ IntB.

Cvičeńı 2.4.3.

Řešeńı.

a) Pravda.

b) Nepravda. Správně je Int ∅ = ∅ nebo IntX = X.

c) Pravda. Dle věty 2.4.4 Int (X \ A) = X \ X \ (X \ A) = X \ A.
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d) Obecně nepravda. Pr̊unik každých dvou vnitřk̊u je jistě otevřená mno-

žina, pokud jsou však obě množiny obojetné, může být i množinou

uzavřenou.

Cvičeńı 2.5.1.

Řešeńı.

a) Nepravda. Správně je IntA = A \ ∂ A.

b) Pravda. Hranice je totiž prázdná v př́ıpadě, že IntA = A, což plat́ı

právě když množina A je obojetná.

c) Nepravda. Správně je (X \ A) ∩ A = ∂A.

d) Pravda. Z definice hranice a podle věty 2.4.4 plat́ı ∂ (X \ A) =

X \ A \ Int (X \ A) = (X \ IntA) \ (X \ A) = A \ IntA = ∂ A.

Cvičeńı 2.6.1.

Řešeńı. Stač́ı ověřit, že pokud je množina hustá, nemůže být ř́ıdká. Topolo-

gický prostor značme X, jeho hustou podmnožinu A.

Pokud je množina A hustá v X, je jej́ım uzávěrem celý prostor X. Ten

je však z definice otevřený, proto IntA = X a A neńı ř́ıdká.

Řešeńı úloh

Úloha 2.3.2.a

Řešeńı. Z definice uzávěru plat́ı, že všechny prvky množiny nálež́ı svému

uzávěru, neboli A ⊆ A a B ⊆ B. Pak jistě i všechny prvky pr̊uniku A ∩ B

nálež́ı pr̊uniku svých uzávěr̊u, tedy A ∩ B ⊆ A ∩ B. A ∩ B je pr̊unik

dvou uzavřených množin, takže muśı být také uzavřený. A ∩ B je nejmenš́ı

uzavřená množina obsahuj́ıćı A ∩ B, je to tedy bud’ A ∩ B nebo nějaká jej́ı

uzavřená podmnožina, jistě tak plat́ı A ∩ B ⊆ A ∩ B.

Nyńı uved’me př́ıklad A ∩ B ⊂ A ∩ B. Mějme množinu X = {a, b, c}
a na ńı topologii τ = {X, ∅, {b}, {b, c}}. Uvažujme množiny A = {b}
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a B = {a, c}. V tomto topologickém prostoru pak plat́ı A = X, B = {a, c},
z toho A ∩ B = ∅ = ∅ a A ∩ B = {a, c}. Existuje tedy př́ıpad, kdy

A ∩ B ⊂ A ∩ B, jak jsme chtěli ukázat.

Úloha 2.3.2.b

Řešeńı. Necht’ x je libovolným prvkem A \ B. Budeme cht́ıt dokázat, že

x ∈ A \ B. Využijeme k tomu pojmu okoĺı.

Pokud x ∈ A \ B, jistě x ∈ A. Pak pro každé okoĺı N bodu x plat́ı,

že N ∩ A ̸= ∅ (nebot’ pro každý bod uzávěru x ∈ A z definice muśı platit,

že každá otevřená množina, a tedy i všechna otevřená okoĺı bodu x a jejich

nadmnožiny N , obsahuje bod z A). Dále když x ∈ A \ B, zřejmě x nemůže

být v B, tedy existuje okoĺı N0 bodu x takové, že N0 ∩ B = ∅, neboli
N0 ⊆ X \ B.

Protože N0 ⊆ X \ B, nutně N0 ∩ N ⊆ X \ B. Všechna N , tedy

speciálně i N0, maj́ı neprázdný pr̊unik s A, proto (N0 ∩ N) ∩ A ̸= ∅.
Z posledńıch dvou vztah̊u vyplývá, že (N0 ∩ N) ∩ (A \ B) ̸= ∅ (N0 ∩ N

má neprázdný pr̊unik s A a prázdný pr̊unik s B). Protože N0 ∩ N ⊆ N ,

dostáváme, že N ∩ (A \ B) ̸= ∅ pro všechna okoĺı N bodu x. Bod x je

tak bud’ prvkem množiny A \ B nebo je jej́ım limitńım bodem (nebot’ pak

obsahuje bod množiny A \ B r̊uzný od x, viz definice 2.1.1), tedy určitě

x ∈ A \ B.

Každé x ∈ A \ B je i prvkem A \ B, proto A \ B ⊆ A \ B.

Následuje př́ıklad A \ B ⊂ A \ B. Zachovejme stejný topologický pro-

stor (X, τ) a jeho podmnožiny A, B jako v př́ıkladu z řešeńı úlohy 2.3.1a.

Opět v něm plat́ı, že A = X, B = {a, c}, z toho pak A \ B = {b}
a A \ B = X. Tedy existuje př́ıpad, kdy A \ B ⊂ A \ B, což jsme chtěli

ukázat.

Úloha 2.4.4.a

Řešeńı. Označme uzavřenou množinu U . Chceme dokázat, že Int U = Int Int U .

Int U je otevřená množina, proto Int U = Int (Int U). Triviálně Int U ⊆
Int U . Z těchto dvou tvrzeńı pak Int U = Int (Int U) ⊆ Int Int U , takže

Int U ⊆ Int Int U .
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Pro dokázáńı opačné inkluze vycházejme z toho, že Int U ⊆ U . Pak

Int U ⊆ U . Jelikož U je uzavřená množina, U = U . Tedy Int U ⊆ U .

Z toho Int Int U ⊆ Int U .

Dohromady tyto dvě inkluze dávaj́ı požadovanou rovnost Int U = Int Int U .

Úloha 2.4.4.b

Řešeńı. Mějme otevřené domény A a B. Chceme ukázat, že A ∩ B =

IntA ∩ B.

Jelikož A a B jsou otevřené množiny, je i jejich pr̊unik A ∩ B otevřená

množina a A ∩ B = Int (A ∩ B). Z definice A ∩ B ⊆ A ∩ B a proto

Int (A ∩ B) ⊆ Int (A ∩ B). Tedy A ∩ B ⊆ IntA ∩ B.

Nyńı dokážeme opačnou inkluzi, tedy IntA ∩ B ⊆ A ∩ B.

Vycházejme z toho, že A∩B ⊆ A. Pak jistě A ∩ B ⊆ A a IntA ∩ B ⊆
IntA, přičemž IntA je naše otevřená doména A, takže IntA ∩ B ⊆ A.

Z obdobných d̊uvod̊u IntA ∩ B ⊆ B. Všechny prvky IntA ∩ B tak nálež́ı

zároveň množině A i B, jistě proto nálež́ı i jejich pr̊uniku A ∩ B. Tedy

IntA ∩ B ⊆ A ∩ B.

Plat́ı obě z inkluźı A ∩ B ⊆ IntA ∩ B a IntA ∩ B ⊆ A ∩ B, tud́ıž

A ∩ B = IntA ∩ B.

(Můžeme vidět, že pokud bychom chtěli stejným zp̊usobem provést d̊ukaz

pro sjednoceńı dvou otevřených domén, druhá část d̊ukazu by selhala, protože

A ∪ B ̸⊆ A.)

Úloha 2.4.4.c

Řešeńı. Budeme cht́ıt dokázat dvě implikace, A ⊆ B =⇒ A ⊆ B

a A ⊆ B =⇒ A ⊆ B.

Protože A a B jsou konkrétńı podmnožiny topologického prostoru, prvńı

implikace plat́ı podle věty 2.3.4.

Dále z věty 2.4.2 v́ıme, že pokud A ⊆ B, pak IntA ⊆ IntB. Z definice

otevřené domény A = IntA a B = IntB, takže A ⊆ B =⇒ A ⊆ B.

Plat́ı tedy obě implikace a A ⊆ B ⇐⇒ A ⊆ B.
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Úloha 2.5.2.

Řešeńı. Dokážeme nejdř́ıve inkluzi ∂ (A∪B) ⊆ ∂ A∪ ∂ B, následně opačnou

∂ A ∪ ∂ B ⊆ ∂ (A ∪ B).

Předpokládejme, že x ∈ ∂ (A ∪ B). Pak z definice hranice x ∈ A ∪ B

a zároveň x ̸∈ Int (A ∪ B). Podle věty 2.3.6 pak x ∈ A ∪ B, tedy x je

prvkem alespoň jedné z množin A, B. Bez újmy na obecnosti můžeme zvolit,

že x ∈ A. Ze cvičeńı 2.4.2 v́ıme, že IntA ∪ IntB ⊆ Int (A ∪ B) a jelikož x

nenálež́ı množině Int (A ∪ B), nenálež́ı ani jej́ı podmnožině IntA ∪ IntB.

Z toho x ̸∈ IntA a x ̸∈ IntB. Takže v́ıme, že x ∈ A \ IntA = ∂A, načež

x ∈ ∂ A ∪ ∂ B.

Protože x je libovolný prvek ∂ (A ∪ B), plat́ı že ∂ (A ∪ B) ⊆ ∂ A ∪ ∂ B.

Nyńı naopak necht’ x ∈ ∂ A ∪ ∂ B. Pak nutně x ∈ ∂ A ∨ x ∈ ∂ B, bez

újmy na obecnosti necht’ x ∈ ∂ A. Z definice hranice následně vyplývá, že

x ∈ A ∧ x ̸∈ IntA.

Z toho, že x ∈ A plynou dvě věci. Zaprvé, x ∈ A ∪ B a podle věty 2.3.6

tak také x ∈ A ∪ B. Zadruhé, ze zadané podmı́nky A ∩ B = ∅ je jasné, že

x ̸∈ B.

Když už v́ıme, že x ∈ A ∪ B, stač́ı nám dokázat, že x ̸∈ Int (A ∪ B). To

provedeme sporem. Předpokládejme tedy naopak, že x ∈ Int (A ∪ B). Pak

určitě x ∈ A ∪ B, nebot’ ta je nadmnožinou Int (A ∪ B). Již jsme zjistili,

že x ̸∈ B, proto muśı x ∈ A. Z druhé zadané podmı́nky, A ∩ B = ∅, pak
plyne x ̸∈ B, jinak řečeno x určitě nálež́ı doplňku B, tedy x ∈ X \ B (pokud

topologický prostor nazveme X). Protože množina B je z definice uzavřená,

je jej́ı doplněk X \ B otevřený (jedná se o otevřené okoĺı bodu x, které

neobsahuje nic z B). Uvažme pr̊unik množiny X \ B s Int (A ∪ B). X \ B

a Int (A ∪B) jsou otevřená okoĺı x, proto i (X \B) ∩ Int (A ∪B) je otevřené

okoĺı bodu x. Nav́ıc protože Int (A ∪ B) je podmnožina A ∪ B a X \ B

neobsahuje nic z B, muśı (X \ B) ∩ Int (A ∪ B) být zároveň podmnožinou

A. Z těchto jeho vlastnost́ı vyplývá, že (X \ B) ∩ Int (A ∪ B) ⊆ IntA

(IntA je bud’ rovno (X \ B) ∩ Int (A ∪ B) nebo tuto množinu obsahuje).

To by znamenalo, že x ∈ IntA, což je kýžený spor (již jsme totiž ukázali, že

50



x ̸∈ IntA).

Tud́ıž x ̸∈ Int (A ∪ B), načež x ∈ ∂ (A ∪ B). Plat́ı tedy rovněž inkluze

∂ A ∪ ∂ B ⊆ ∂ (A ∪ B).

Za daných podmı́nek tak ∂ (A ∪ B) = ∂ A ∪ ∂ B.
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Kapitola 3

(Ne)homeomorfńı prostory

Homeomorfismy jsou jedńım z nejzaj́ımavěǰśıch koncept̊u topologie.

Neformálně řečeno, homeomorfismy popisuj́ı, jak můžeme topologické pro-

story deformovat tak, aby si zachovaly své topologické vlastnosti. Pokud mezi

dvěma prostory existuje homeomorfismus, jsou tyto prostory z topologického

hlediska stejné.

Protože se topologie nezabývá geometrickými vlastnostmi, jako jsou vzdále-

nosti nebo úhly, můžou navzájem homeomorfńı prostory vypadat dosti r̊uzně.

Podle klasického matematického vtipu topolog např́ıklad nepozná rozd́ıl mezi

hrnečkem a donutem - v obou př́ıpadech se jedná v podstatě o torus.

Obrázek 3.1: Homeomorfńı deformace hrnečku do koblihy [27]

Dı́ky této vlastnosti se topologii začalo přezd́ıvat
”
gumová geometrie“.
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Vzhledem k tomu, že se topologie nezabývá pouze geometrickými objekty, je

však toto označeńı poněkud nepřesné.

Topologie zkoumá takové vlastnosti prostor̊u, které jsou zachovávány při

homeomorfńıch deformaćıch.

3.1 Spojité zobrazeńı

Pro zavedeńı homeomorfismu je vhodné nejprve znát pojem spojitého zob-

razeńı. Každý homeomorfismus je totiž právě takovým zobrazeńım.

Pro úplnost uved’me nejprve definici zobrazeńı obecně.

Definice 3.1.1. Necht’ X, Y jsou množiny a každému x ∈ X je přǐrazen

právě jeden prvek množiny Y , který budeme značit f(x). Pak řekneme, že f

je zobrazeńı z množiny X do množiny Y , což znač́ıme f : X → Y .

Spojité zobrazeńı následně definujeme s pomoćı otevřených množin.

Definice 3.1.2. Necht’ (X, τ) a (Y, τ ′) jsou topologické prostory a f zob-

razeńı z X do Y . Pak f : (X, τ) → (Y, τ ′) nazveme spojitým zobrazeńım,

pokud pro každou množinu otevřenou v Y plat́ı, že jej́ı vzor je otevřená

množina v X.

Obrázek 3.2: Spojitost (Ai, Bi jsou otevřené v X, Y )

Př́ıklad 3.1.3. Mějme zobrazeńı f : R → R dané předpisem f(x) = 2x

pro všechna reálná x. Zřejmě pak vzorem každé otevřené množiny je jiná
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otevřená množina, např́ıklad vzorem každého otevřeného intervalu (a, b) by

byl otevřený interval (a
2
, b

2
). Funkce f je tedy spojitá.

3.2 Homeomorfismus

Formálně je homeomorfismus zobrazeńı, které jeden topologický prostor zob-

raźı na druhý zp̊usobem popsaným v následuj́ıćı definici. Prostory, mezi nimiž

existuje homeomorfismus, jsou z topologického hlediska shodné a maj́ı stejné

topologické vlastnosti.

Definice 3.2.1. Necht’ (X, τ) a (Y, τ ′) jsou topologické prostory. O těchto

prostorech řekneme, že jsou homeomorfńı, pokud existuje zobrazeńı

f : X → Y s následuj́ıćımi vlastnosti:

(i) f je bijektivńı (každý obraz v Y má právě jeden vzor v X),1

(ii) f je spojité,

(iii) f−1 je spojité.2

Zobrazeńı f nazveme homeomorfismem mezi (X, τ) a (Y, τ ′). Zapisujeme

(X, τ) ∼= (Y, τ ′).

Pokud tedy chceme ukázat, že dva prostory jsou homeomorfńı, muśıme

mezi nimi naj́ıt homeomorfismus. Kdybychom chtěli dokázat, že dva prostory

homeomorfńı nejsou, muśıme naj́ıt nějakou topologickou vlastnost, kterou

nemaj́ı společnou. O několika topologických vlastnostech si pov́ıme v části

3.3.

Pokud slož́ıme dva homeomorfismy, źıskáme opět homeomorfismus, jak

dokazuje následuj́ıćı věta.

1Neboli body množiny X spárujeme s body množiny Y tak, že žádné nebudou přebývat

a žádné nebudou ve v́ıcero párech.
2Existence inverzńıho zobrazeńı f−1 k funkci f vyplývá z bijektivity - body jsou mezi

množinami X a Y spárované, proto můžeme zobrazeńı
”
obrátit“.
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Věta 3.2.2. Necht’ (X, τ), (Y, τ ′) a (Z, τ ′′) jsou topologické prostory. Pak

plat́ı, že pokud (X, τ) ∼= (Y, τ ′) a (Y, τ ′) ∼= (Z, τ ′′), pak (X, τ) ∼= (Z, τ ′′). 3

D̊ukaz. Vycháźıme z toho, že mezi prostory (X, τ) a (Y, τ ′) existuje home-

omorfismus f a mezi (Y, τ ′) a (Z, τ ′′) homeomorfismus g, tedy f a g maj́ı

vlastnosti z definice 3.2.1. Potřebujeme ověřit, že tyto vlastnosti má i složené

zobrazeńı g ◦ f . 4

(i) Vı́me, že každý bod ze Z má právě jeden vzor v Y a každý bod z Y má

právě jeden vzor v X, tedy každý bod ze Z má právě jeden vzor v X.

Složené zobrazeńı g ◦ f je tedy bijektivńı.

(ii) Vzorem každé otevřené množiny ze Z je otevřená množina v Y a vzorem

každé otevřené množiny z Y je otevřená množina v X, tedy g ◦ f je

spojité zobrazeńı.

(iii) Obrazem každé otevřené množiny z X je otevřená množina v Y a ob-

razem každé otevřené množiny z Y je otevřená množina v Z, tedy g ◦f
má spojité inverzńı zobrazeńı.

Dále pokud vezmeme zobrazeńı inverzńı k homeomorfismu f , źıskáme

zřejmě opět homeomorfismus (f−1 muśı být z definice spojité a bijektivńı,

(f−1)−1 = f je spojité).

Cvičeńı 3.2.1. Vycházejte z definice homeomorfismu. Proč nemohou být

množiny {1} a ⟨0, 1⟩ homeomorfńı?

3.2.1 Homeomorfńı prostory

Pod́ıvejme se nyńı na konkrétńı př́ıklady homeomorfńıch topologických pro-

stor̊u. Na nich je dobře vidět, jak můžou homeomorfismy topologické prostory

měnit a jaké vlastnosti nezachovávaj́ı.

3Této vlastnosti ř́ıkáme tranzitivita.
4Zápis g ◦ f znamená, že nejdř́ıv provedeme f a potom g.
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Např́ıklad následuj́ıćı věta o otevřených intervalech mimo jiné dokazuje,

že délka neńı topologická vlastnost, nebot’ homeomorfńı intervaly mohou být

r̊uzně dlouhé.

Věta 3.2.3. Každé dva otevřené intervaly (a, b) a (c, d) jsou navzájem ho-

meomorfńı.

D̊ukaz. Dokážeme, že libovolný interval (a, b) je homeomorfńı s intervalem

(0, 1). To bude k dokázáńı naš́ı věty stačit, nebot’ pokud je (a, b) jakýkoliv

otevřený interval, pak je s (0, 1) homeomorfńı i interval (c, d) a podle věty

3.2.2 tak intervaly (a, b) a (c, d) muśı být homeomorfńı.

Potřebujeme tedy naj́ıt homeomorfismus mezi intervaly (0, 1) a (a, b),

konkrétně urč́ıme zobrazeńı f : (0, 1) → (a, b), u kterého ověř́ıme, že je

skutečně homeomorfńı.

Takovým zobrazeńım může být např́ıklad f(x) = (b − a)x + a. Proč

právě tohle zobrazeńı? Interval (a, b) má délku b−a, tedy (b−a)x v předpisu

zobrazeńı nám zaručuje, že interval (0, 1) bude mı́t po zobrazeńı požadovanou

délku. Zač́ınal by však v 0, proto jej ještě celý muśıme posunout o + a.

Obrázek 3.3: Zobrazeńı f(x) = (b− a)x+ a

Naše zobrazeńı je lineárńı funkćı, kde se na sebe zobraźı odpov́ıdaj́ıćı

krajńı body, je tedy určitě bijektivńı. Dále také zřejmě obrazem každého

otevřeného intervalu v (0, 1) je otevřený interval v (a, b) (obrazem každého

intervalu (p, q) ⊆ (0, 1) je ((b − a)p + a, (b − a)q + a)). Jelikož všechny

otevřené množiny v (0, 1) jsou sjednoceńım otevřených interval̊u, muśı každá
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otevřená množina v (0, 1) mı́t jakožto obraz otevřenou množinu v (a, b). Tedy

f−1 je spojité. Z obdobných d̊uvod̊u je spojité i f .

Tedy (a, b) ∼= (c, d).

Identickým zp̊usobem by se dalo dokázat, že všechny uzavřené intervaly

jsou homeomorfńı.

Typickou ukázkou topologicky shodných prostor̊u jsou čtverec a kruh.

Tento př́ıklad dobře ilustruje, jak lze topologické prostory homeomorfně de-

formovat.

Pro účely této práce zvoĺıme čtverec a kruh odpov́ıdaj́ıćıh rozměr̊u, nebylo

by však o moc těžš́ı ukázat, že homeomorfńı je libovolná dvojice čtverce s

kruhem.

Věta 3.2.4. Mějme čtverec a kruh takový, že pr̊uměr kruhu je délkou strany

čtverce. Takový čtverec a kruh jsou homeomorfńı.

D̊ukaz. Čtverec a kruh necht’ maj́ı společný střed S. Na obou útvarech uvažu-

jeme podprostorovou topologii indukovanou na R2. Dokažme nejdř́ıve, že

jejich hranice jsou homeomorfńı.

Zobrazeńı z kružnice na hranici čtverce zavedeme následovně: každým

bodem kružnice vedeme ze středu S polopř́ımku, obrazem bodu na kružnici je

pak bod, ve kterém daná polopř́ımka protne hranici čtverce, jak je naznačeno

na obrázku 3.4.

Nyńı ověř́ıme, že takové zobrazeńı má všechny vlastnosti homeomorfismu

z definice 3.2.1.

(i) Je zřejmé, že polopř́ımky prot́ınaj́ı jak kružnici, tak hranici čtverce

právě v jednom bodě, zobrazeńı je tedy určitě bijektivńı.

(ii) Každá otevřená množina na kružnici (což jsou množiny bod̊u kružnice

sevřené mezi dvěma jej́ımi body, nebo sjednoceńı několika takových)

se zobraźı do otevřené množiny na hranici čtverce (opět sjednoceńı

množin mezi dvěma body hanice). Můžeme si to představit tak, že body

kružnice se jen posunou po polopř́ımkách do bod̊u čtverce. Pokud se
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Obrázek 3.4: Zobrazeńı bod̊u A, B, C, D z kružnice na hranici čtverce

pod́ıváme na obrázek, tak např́ıklad úsek kružnice mezi body A a B se

zobraźı do úseku na hranici čtverce mezi body A′ a B′.

(iii) Obdobně bychom ukázali, že každá otevřená množina na hranici čtverce

má vzor v otevřené množině na kružnici.

Zobrazeńı je tedy spojité a má spojité inverzńı zobrazeńı.

Tedy kružnice je homeomorfńı s hranićı čtverce.

Tento výsledek můžeme využ́ıt, pokud se pod́ıváme na kruh a čtverec. Ty

si totiž můžeme představit tak, že jsou složené z kružnic a hranic čtverce všech

možných rozměr̊u. Zobrazovat budeme vždy z kružnice na hranici čtverce

odpov́ıdaj́ıćıho rozměru.

(i) Protože každá hranice čtverce má vzor na odpov́ıdaj́ıćı kružnici, má

i každý bod čtverce sv̊uj vzor v kruhu. Zobrazeńı je tak bijektivńı.

(ii) Ukážeme, že každá otevřená množina v kruhu se zobraźı do otevřené

množiny ve čtverci. Pokud x je prvek otevřené množiny v kruhu, muśı

být z definice obsažen v nějakém otevřeném kruhu. V tomto otevřeném

kruhu nav́ıc učitě existuje otevřené okoĺı bodu x, které je ohraničené

dvěma polopř́ımkami vedoućımi z S a částmi dvou kružnic, viz obrázek

3.5. Toto okoĺı využ́ıváme proto, že v́ıme, že se zobraźı do otevřené
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množiny ohraničené těmi stejnými polopř́ımkami z S a částmi od-

pov́ıdaj́ıćıch hranic čtverce, a bude v ńı ležet zobrazený bod x.

Jelikož to plat́ı pro všechna taková x, každá otevřená množina v kruhu

se muśı zobrazit do otevřené množiny ve čtverci.

Obrázek 3.5: Zobrazeńı otevřeného okoĺı bodu x v kruhu

Intuitivně bychom si mohli představit, že otevřené množiny v kruhu

z̊ustanou po zobrazeńı do čtverce otevřenými množinami, protože se

jen
”
natáhnou“ směrem od středu S.

(iii) Obdobně každá otevřená množina ve čtverci má vzor, který je otevřenou

množinou v kruhu.

Čtverec a kruh jsou tak homeomorfńı.

Stejný postup by se dal aplikovat na v́ıcero r̊uzných prostor̊u, např́ıklad

bychom mohli ukázat, že tyto útvary jsou shodné s libovolným pravidelným

nebo konvexńım mnohoúhelńıkem, anebo výsledek se čtvercem a kruhem

převést do vyšš́ıch dimenźı.

3.3 Topologické vlastnosti

Topologické vlastnosti jsou takové vlastnosti, které jsou zachovávány ho-

meomorfismy. Pokud jsou dva prostory homeomorfńı, neexistuje žádná to-

pologická vlastnost, kterou by neměly společnou. Když tak chceme ukázat,
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že dva prostory nejsou homeomorfńı, potřebujeme naj́ıt vlastnost, kterou ne-

maj́ı společnou. Několik vybraných topologických vlastnost́ı si proto za chv́ıli

představ́ıme.

Dvě topologické vlastnosti již známe - jsou jimi diskrétnost a indiskrétnost

prostoru.

3.3.1 Souvislost

Souvislost je pojem, který se krom topologie použ́ıvá v mnoha daľśıch oblas-

tech matematiky. V některých těchto odvětv́ıch matematiky (zmiňme např́ı-

klad teorii graf̊u) je souvislost definovaná poněkud specifičtěji s ohledem

na konkrétńı discipĺınu. Pokud je prostor souvislý, vždy to však vyjadřuje,

že je nějakým zp̊usobem
”
v jednom kuse“ a nedá se rozdělit na v́ıce část́ı.

Konkrétněǰśı definice zastřešuje obecněǰśı definice topologická. Ta ř́ıká,

že prostor je souvislý, pokud se nedá rozdělit na dvě disjunktńı otevřené

podmnožiny (jiné než X a ∅, které obsahuje vždy). Jinak řečeno neobsahuje

jinou obojetnou podmnožinu než X a ∅.

Definice 3.3.1. Necht’ (X, τ) je topologický prostor. O tomto prostoru

řekneme, že je souvislý, pokud jedinými obojetnými množinami v tomto pro-

storu jsou X a ∅.

Naopak pokud prostor obsahuje i jinou obojetnou podmnožinu, nazýváme

jej nesouvislým. Každý prostor je tak vždy bud’ souvislý, nebo nesouvislý.

Definice 3.3.2. Necht’ (X, τ) je topologický prostor. Pokud existuje obo-

jetná množina A ⊆ X taková, že X ̸= A ̸= ∅, prostor je nesouvislý.

Jedńım význačným souvislým prostorem je množina reálných č́ısel R.
T́ım, že tento prostor nemá kromě X a ∅ žádné obojetné podmnožiny, jsme

se zabývali již ve cvičeńı 1.4.3, v této pokročileǰśı části práce si však dovoĺıme

uvést o něco formálněǰśı d̊ukaz tohoto tvrzeńı.

Věta 3.3.3. Topologický prostor R se standardńı topologíı je souvislý.
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D̊ukaz. Předpokládejme naopak, že existuje množina A ⊆ R, která je obo-

jetná, přičemž A ̸= R a A ̸= ∅. Dále zvolme reálná č́ısla a ∈ A a b ∈ R \ A,

bez újmy na obecnosti necht’ a < b.

Uvažme množinu A ∩ ⟨a, b⟩. Jakožto pr̊unik dvou uzavřených množin

je jistě uzavřená. Protože interval ⟨a, b⟩ je nav́ıc omezený, muśı A ∩ ⟨a, b⟩
obsahovat sv̊uj největš́ı prvek, který označ́ıme c. Bod c je prvkem pr̊uniku

dvou množin, muśı být obsažen v obou z nich, tedy c ∈ ⟨a, b⟩ a c ∈ A. Pak

jistě c ̸∈ R \ A a zároveň (c, b⟩ ⊆ R \ A. Protože interval (c, b⟩ je zleva

otevřený (neobsahuje sv̊uj limitńı bod c), nemůže on ani R \ A být uzavřenou

množinou. Množina A tak nemůže být otevřená, což je spor s předpokladem,

že je obojetná.

3.3.2 Kompaktnost

Kompaktnost je vlastnost, která je v topologii skloňována velmi často, někte-

ré publikace dokonce tvrd́ı, že se jedná o vlastnost v̊ubec nejpodstatněǰśı

(např. [24]). Důležitá je např́ıklad d́ıky svým aplikaćım v matematické analýze.

O kompaktnosti hovoř́ı některé slavné topologické věty. Jednou z nich je

Poincarého domněnka (ted’ již věta), jeden ze sedmi tzv. problémů tiśıcilet́ı,

z těchto zat́ım jediný vyřešený. Dále např́ıklad Heine-Borelova věta pak tvrd́ı,

že kompaktńı podmnožiny Rn jsou právě ty, které jsou uzavřené a omezené.

Kompaktnost v jistém smyslu generalizuje pojem konečnosti nebo konečného

objemu.

Pro jej́ı definici je nejdř́ıve nutné definovat pokryt́ı otevřenými množinami.

To si můžeme představit tak, že nějakou množinu otevřenými množinami

opravdu zakryjeme – otevřené množiny se mohou překrývat a jejich sjedno-

ceńı je nadmnožinou pokrývané množiny.

Definice 3.3.4. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ), I je

množina a {Oi | i ∈ I} je množina podmnožin X. Množinu {Oi | i ∈ I} na-

zveme pokryt́ım množiny A, pokud A ⊆
⋃

i∈I Oi. Pokud je každé Oi otevřená

množina, nazveme toto pokryt́ı otevřeným.
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Množina je pak kompaktńı, pokud z jakéhokoliv takového pokryt́ı můžeme

vybrat konečný počet otevřených množin, které naš́ı množinu stále pokryj́ı.

Definice 3.3.5. Necht’ A je podmnožina topologického prostoru (X, τ).

Množinu A nazveme kompaktńı, pokud lze z každého otevřeného pokryt́ı

vybrat pokryt́ı konečné.

Cvičeńı 3.3.1. Dokažte, že množiny R a {−n, −n+1, ... , n− 1, n} nejsou

navzájem homeomorfńı, využijte přitom kompaktnost.

3.3.3 Oddělovaćı axiomy

Existuje spousta vlastnost́ı, které sice nemá každý topologický prostor, avšak

maj́ı je všechny prostory splňuj́ıćı určitý oddělovaćı axiom. Oddělovaćı, nebo

také separačńı, axiomy tak slouž́ı jako dobrý zp̊usob, kterým lze topologické

prostory klasifikovat.

Axiom T0 je z oddělovaćıch axiomů nejobecněǰśı. Každý daľśı axiom,

(s vyšš́ım č́ıselným indexem) pak charakteruzije konkrétněǰśı skupinu topo-

logických prostor̊u než axiom předchoźı. Tedy např́ıklad prostor, který je T2,

je určitě i T1 a T0. Oddělovaćıch axiomů existuje poměrně mnoho, my si

představ́ıme prvńı tři z nich.

Všechny oddělovaćı axiomy hovoř́ı o tom, jak maj́ı být body topologického

prostoru od sebe oddělené pomoćı otevřených množin, uzávěr̊u apod.

T0-prostor

V obecném topologickém prostoru může nastat situace, kdy je v́ıce jeho bod̊u

obsaženo jen a pouze v těch samých otevřených množinách. Z topologického

hlediska pak nemáme možnost mezi takovými body rozlǐsovat.

Pokud taková situace nenastane a všechny jednotlivé body od sebe odlǐsit

dokážeme, řekneme o takovém prostoru, že je T0. Jinak řečeno v T0-prostoru

tedy pro každou dvojici bod̊u muśı existovat otevřená množina, která obsa-

huje jeden z bod̊u a druhý ne.
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Definice 3.3.6. Necht’ (X, τ) je topologický prostor. O tomto prostoru

řekneme, že je T0, pokud pro každé dva body a, b ∈ X existuje otevřená

množina U taková, že bud’ a ∈ U a současně b ̸∈ U , nebo b ∈ U a současně

a ̸∈ U .

Obrázek 3.6: Body a, b v T0-prostoru

T1-prostor

U T0-prostoru stačilo, aby prvńı bod byl v otevřené množině a druhý kdekoliv

mimo ńı, v T1-prostoru muśı oba body ležet v r̊uzných otevřených množinách,

každý právě v jedné.

Definice 3.3.7. Necht’ (X, τ) je topologický prostor. O tomto prostoru

řekneme, že je T1, pokud pro každou dvojici bod̊u a, b ∈ X existuje otevřená

množina U taková, že a ∈ U a b ̸∈ U .

Pokud budeme uvažovat dvojici b, a, z definice rovnou vyplývá, že existuje

rovněž otevřená množina V taková, že b ∈ V a současně a ̸∈ V .

Obrázek 3.7: Body a, b v T1-prostoru

Když se snaž́ıme určit, zda-li je prostor T1, často se hod́ı i následj́ıćı věta.
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Věta 3.3.8. Mějme topologický prostor (X, τ), který je T1. Pak pro všechna

x ∈ X plat́ı, že {x} je uzavřená množina.

D̊ukaz. Uvažujme všechny body y ∈ X r̊uzné od x. Protože je prostor T1,

muśı být každé y prvkem otevřené množiny Uy, která neobsahuje x. Sjedno-

ceńı všech těchto Uy pak muśı obsahovat všechny body topologického pro-

storu kromě x, jakožto sjednoceńı otevřených množin se nav́ıc jedná o otevře-

nou množinu. Jej́ı doplněk {x} je tak uzavřená množina.

T2-prostor neboli Hausdorffuv

V Úvodu v části 0.1 jsme Hausdorffuv prostor již zmı́nili. Jedná se o pro-

stor, který Hausdorff definoval jakožto topologický, jeho definice však byla

později překonána a Hausdorffuv prostor tak dnes považujeme za speciálńı

typ topologického prostoru.

Hausdorffovy prostory maj́ı spoustu vlastnost́ı, které obecný topologický

prostor nemá. Jedná se o nejpouž́ıvaněǰśı oddělovaćı axiom.

V Hausdorffově prostoru jsou r̊uzné body oddělené t́ım, že lež́ı v navzájem

disjunktńıch otevřených množinách.

Definice 3.3.9. Necht’ (X, τ) je topologický prostor. O tomto prostoru

řekneme, že je T2, neboli Hausdorffuv, pokud pro každé dva body a, b ∈ X

existuj́ı otevřené množiny U a V takové, že a ∈ U , b ∈ V a U ∩ V = ∅.

Obrázek 3.8: Body a, b v T2-prostoru

Cvičeńı 3.3.2. O následuj́ıćıch prostorech rozhodněte, zda jsou T0, T1 či T2.
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a) Množina X = {0, 1} s topologíı τ = {∅, {0}, {0, 1}}.5

b) R s eukleidovskou topologíı.

c) Libovolný diskrétńı prostor.

d) N s topologíı, kde uzavřené jsou všechny konečné množiny a N (otevřené

jsou tedy všechny množiny s konečnými doplňky a ∅).6

5Tento prostor se nazývá Sierpińského a jedná se o nejmenš́ı netriviálńı topologický

prostor.
6Takové topologii se ř́ıká kofinitńı a dá se definovat na libovolné množině.
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Řešeńı cvičeńı

Cvičeńı 3.2.1.

Řešeńı. Nemůže mezi nimi existovat bijektivńı zobrazeńı. Množina {1} obsa-

huje pouze jediný bod, kdežto interval ⟨0, 1⟩ jich obsahuje nekonečně mnoho.

Body z intervalu se tak nemohou zobrazit na r̊uzné body množiny {1}.
Z obdobných d̊uvod̊u mezi nimi nemůže existovat ani spojité zobrazeńı -

⟨0, 1⟩ obsahuje nekonečně mnoho otevřených podmnožin, {1} má jen jednu,

prázdnou.

Neboli problém je v tom, že interval ⟨0, 1⟩ je jednorozměrný a bod {1}
bezrozměrný.

Cvičeńı 3.3.1.

Řešeńı. Ukážeme, že prvńı z množin kompaktńı neńı a druhá je – t́ım doká-

žeme, že existuje topologická vlastnost, ve které se lǐśı, a tedy nemohou být

homeomorfńı.

Abychom ukázali, že R neńı kompaktńı, stač́ı nám naj́ıt jedno jej́ı otevřené

pokryt́ı, ze kterého nelze vybrat konečné pokryt́ı. Takovým pokryt́ım je

např́ıklad pokryt́ı množinami (n, n + 1) a (2n−1
2

, 2n+1
2

) pro všechna n ∈ Z.
Toto pokryt́ı sestává z nekonečně mnoha množin a žádnou nemůžeme ode-

brat.

Množina {−n, −n+1, ... , n−1, n} obsahuje konečný počet prvk̊u a může

tak mı́t pouze konečný počet otevřených množin. Konečné pokryt́ı pro ni tak

vybereme vždy.

Zjistili jsme tedy, že R a {−n, −n+1, ... , n− 1, n} se lǐśı aspoň v jedné

topologické vlastnosti a nejsou tak homeomorfńı.
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Cvičeńı 3.3.2.

Řešeńı.

a) Pouze T0. Sierpińského prostor má jen dva body a ověřeńı definic je

tak snadné. Zřejmě bod 0 je prvkem množiny {0}, přičemž 1 neńı, tedy

axiom T0 je splněn. T1 být tento prostor nemůže, nebot’ množina {0}
neńı uzavřená a axiomem T2 se tak již zabývat nemuśıme.

b) T0, T1 i T2. Necht’ a, b ∈ R, a < b. Pak můžeme zvolit např́ıklad otevřené

množiny (a−1, a+b
2
) a (a+b

2
, b+1), které jsou disjunktńı, přičemž v prvńı

uvedené lež́ı a a ve druhé b. Tedy prostor je Hausdorffuv, neboli T2.

Nutně tak muśı být i T0 a T1.

c) T0, T1 i T2. Pro všechny dvojice r̊uzných bod̊u a, b jistě plat́ı, že {a}
a {b} jsou disjunktńı otevřené množiny, tedy diskrétńı prostor je vždy

T2.

d) T0 a T1. Všechny konečné, tedy i všechny jednoprvkové množiny, jsou

uzavřené, takže podle věty 3.3.8 je prostor T1. Abychom ukázali, že pro-

stor neńı T2, prozkoumejme zavedenou topologii na N trochu bĺıže. Je-

likož (kromě N) jsou všechny uzavřené množiny konečné, jejich doplňky

muśı být vždy nekonečné (resp. ∅). Každá otevřená množina tak má

tvar N \ {x1, x2, ..., xn}. Aby byl prostor Hausdorffuv, musela by k

množině N \ {x1, x2, ..., xn} existovat disjunktńı (neprázdná) otevřená

množina - neboli konečná množina {x1, x2, ..., xn} by musela mı́t ne-

konečnou otevřenou podmnožinu, což jistě mı́t nemůže.
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Závěr

Záměrem práce Základy obecné topologie bylo zpř́ıstupnit topologii širš́ımu

publiku.

Motivaćı byl autorce jednak vlastńı zájem o tento fascinuj́ıćı obor, zadruhé

také dojem, že je topologie ve stávaj́ıćı literatuře, a to nejen české, bohužel

popsána nedostatečně, předevš́ım pak pro začátečńıky. Ve své práci proto ćıĺı

právě na ně.

Práce je členěna do několika kapitol. V Úvodu práce informuje o širš́ım

kontextu topologie, shrnuje jej́ı historii a dále využit́ı v mnoha nematema-

tických discipĺınách. V následuj́ıćıch třech kapitolách se zaměřuje na jeden z

podobor̊u topologie, obecnou topologii, která je základem všech ostatńıch to-

pologických discipĺın a tedy dobrým odrazovým můstkem pro daľśı studium

topologie. Snaž́ı se srozumitelnou formou představit fundamentálńı koncepty

obecné topologie, přičemž hledá balanc mezi formálńımi náležitostmi odborné

matematické práce a vysvětlováńım představovaných pojmů a intuice za nimi

schovanou.

Autorka věř́ı, že jej́ı ćıle byly naplněny a práce tak bude moci sloužit

mnoha zájemc̊um o matematiku jako prvotńı seznámeńı s topologíı. Těmi

mohou být jak středoškoláci, tak zač́ınaj́ıćı vysokoškoláci, a nakonec v pod-

statě kdokoliv, koho by toto téma zaujalo. Vedleǰśım produktem a př́ınosem

práce jsou i nashromážděná cvičeńı a úlohy s jejich autorskými řešeńımi.

Přesto práce rozhodně neńı dokonalá a nemohla obsáhnout vše, co krásný

svět topologie nab́ıźı. Naskýtá se tak spousta směr̊u, kterými by se v práci

dalo pokračovat.
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Zřejmou cestou k rozš́ı̌reńı této práce by bylo představeńı daľśı teorie z

obecné topologie. Autorka by ráda zpracovala např́ıklad d̊ukazy některých

velkých topologických vět, jmenovitě třeba Heine-Borelovy věty, kterou v

práci zmiňuje. Př́ınosné by mohlo být i vytvořeńı samostatné sb́ırky topolo-

gických cvičeńı, ideálně s řešeńımi.

Nad rámec této práce se lze věnovat četným daľśım témat̊um. Sama au-

torka hodlá ve studiu topologie v budoucnosti pokračovat. Ráda by se kromě

obecné topologie věnovala i jiným topologickým discipĺınám, jakými jsou to-

pologie algebraická, diferenciálńı, p̊uvodńı kombinatorická nebo teorie uzl̊u.

Tato odvětv́ı by mohly být k námětem k jiným praćım. Zaměřit se dá i

na aplikace topologie v daľśıch discipĺınách, autorku by zaj́ımalo předevš́ım

propojeńı topologie s ostatńımi matematickými obory.

Doufám, že Vás topologie zaujala aspoň z poloviny tak, jako zaujala mě.

Pokud máte k práci jakékoliv připomı́nky, návrhy či jinou zpětnou vazbu,

můžete mě kontaktovat skrze email helena.bousovaa@gmail.com.
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kniha. Argo/Dokořán, 2012.
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net/figure/The- construction- of- a- torus- from- the- unit-

square_fig6_304126129.

7. CANTOR, Georg. Contributions to the founding of the theory of transfi-

nite numbers. Dover Publications, 1915.

8. MOORE, Gregory H. The emergence of open sets, closed sets, and limit

points in analysis and topology. Historia Mathematica [online]. Srpen
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05-10]. issn 0036-0279, issn 1468-4829. Dostupné z doi: 10 . 1070/
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Dostupné z doi: 10.1007/BF03018603.

11. PAPADOPOULOS, Kyriakos; SCARDIGLI, Fabio. Spacetimes as To-

pological Spaces, and the Need to Take Methods of General Topology

More Seriously. In: Current Trends in Mathematical Analysis and Its

Interdisciplinary Applications. Springer International Publishing, 2019,

185–196. isbn 9783030152420. Dostupné z doi: 10.1007/978-3-030-
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