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Anotace

V mé praci jsem se zabyval grafickym programem Desmos a zkoumal jsem jeho moznosti a
funkce. V praci se vénuji funkcim, které se mi zdaly zajimavymi nebo uzite¢nymi. Cast prace
jsem vénoval dal§im odvétvim programu. Zamétil jsem se na to, ukazat, co vSe program dovede,
ukazat, kde ma nedostatky a kde naopak vynika. Jako praktickou ¢ast jsem vytvofil obraz podle
vzoru pomoci matematickych zapisu.
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Annotation

In my work, | have been working with the Desmos graphics program and exploring its
capabilities and features. In this thesis | discuss the features that | found interesting or useful.
| devoted part of the thesis to the beta version of Desmos 3D. In the thesis | focused on
showing what the program can do, showing where it has shortcomings and where it excels.
As a practical part, | created an image based on a model using mathematical notations.
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1 UvoD

Desmos je graficky program, ktery prinasi dalsi zptsob, jak zptistupnit matematiku a usnadnit
praci s ni studentiim, ucitelim ¢i dal§im uzivateliim. Tento program nabizi jednoduché néstroje
pro tvorbu grafii funkci, umoziuje sledovat jejich vlastnosti a objevovat skryté moznosti
v matematice.

Cilem této ro¢nikové prace je predstavit program Desmos, sezndmit s nim Ctenafe a ukézat,
jak je mozné s timto programem pracovat a jaké ma moznosti. Tato prace by zaroveit mohla
pomoci studentiim ¢i ucitelim obohatit vyuku, fesit matematické ulohy nebo najit alternativni
zpusoby feSeni. Text obsahuje detailni vysvétleni funkci programu, které jsem povazoval za
dalezit¢ nebo zajimavé, a je doplnén ndzornymi ukdzkami, jeZz usnadiiuji pochopeni dané
problematiky.

Praktickd Cast této prace se zaméfuje na aplikaci ziskanych znalosti v konkrétnim projektu,
V jehoZ ramci jsem vytvofil obrazek pomoci grafii funkci. Tento rozsahlejsi projekt je dikazem
toho, ze v programu Desmos lze nejen efektivné pracovat, ale také si ,hrat”. Projekt je
doprovazen postupem tvorby, vcetné vysvétleni pouzitych funkei. V této €asti jsem se také
zminil o problémech, které béhem tvorby nastaly, a o nedostatcich programu.

Tato ro¢nikova préce si klade za cil nejen prezentovat program Desmos jako efektivni nastroj
pro praci s matematikou, ale také motivovat k jeho dalSimu vyuZiti v praxi. Pevné vefim,
Ze Ctendfi této prace oceni piinos programu Desmos a budou mit pfilezitost obohatit své
matematické dovednosti novym a zajimavym zptisobem.



2 PROGRAM DESMOS

2.1 Zakladni charakteristika

Desmos, znamy také jako graficky program Desmos, je aplikace zaméfena na praci s funkcemi
a jejich grafické zobrazeni. Je spravovan spole¢nosti Desmos Studio, coz je vetfejné prospésna
organizace s cilem pomahat kazdému, kdo se u¢i matematiku. Tym Desmos tvoii 27 Clent z 12
zemi, ktefi jsou rozdéleni do skupin podle riznych zaméteni.

Desmos je bezplatny pro vSechny uzivatele a ro¢né jej vyuziva vice nez 75 milionti lidi z celého
svéta. Tento néstroj pomaha uzivatelim realizovat jejich napady a vizualizovat je. Na konci
prace na projektech nebo vytvorech mohou vznikat skute¢na velkolepa dila. Vyvojati
spolupracuji na tvorb€ ucebnich pland, vyukového softwaru a ptijimacich zkousek pro digitalni
vysoké skoly.

Ucebna Desmos je vyukovy program zaméfeny na rozvoj potencidlu studentl prostiednictvim
bezplatnych digitalnich aktivit ur¢enych pro Skolni vyuku. Je navrZzen uciteli pro ucitele. Ucitelé
se mohou zaregistrovat a ziskat pfistup k vyukovym materialim, v¢etn¢ interaktivnich ukol
a ukazek, které mohou vyuzit k ptipravé vyuky pro své studenty. Mohou také sdilet kod, diky
némuz se studenti dostanou k témto interaktivnim ukolim. Program je nabizen pouze
v anglic¢ting, jelikoz je vyvijen v Americe.

2.2 Historie

Spusténi programu Desmos se datuje na 23. kvétna 2011. Zpocatku byl pfistup k programu
omezen pouze na uZzivatele, kteti méli specialni kod. Tento kod bylo moZné ziskat dvéma
zpisoby. Prvnim bylo ucastnit se akce TechCrunch — amerického globalniho média
zamétencho na nejmoderné;si technologie a zacinajici firmy. Druhou moZznosti bylo pfihlésit
se do zkuSebni verze programu Desmos, po ¢emz byl kod zaslan. Uz na konci roku 2011 mél
program 15 000 uzivatelt.

Design programu Desmos se ¢asem meénil (obr. 1). V lednu 2012 ziskal Desmos novy vzhled,
ktery mél usnadnit ovladani programu a zaroven lépe uspotadat pfibyvajici funkce. Dne 4. ledna
2013 byl ptedstaven dalsi novy design, ktery se jiZz velmi podoba soucasnému vzhledu. V roce
2015 probéhla posledni zasadni designova uprava, po které nasledovaly uz jen drobné zmény.

V témze roce, konkrétné 15. prosince 2015, byla v na webovych strankach programu Desmos
vytvofena interaktivni hra nazvana Marbleslides (obr. 5). Ve hie, kde jsou kuli¢ky, je tkolem
hrace vytvotit pomoci grafti funkci drahu, kterd umozni kulickdm cestou sbirat hvézdicky.

Historie programu Desmos je uchovéna v archivu na webu Desmos, kam se ve formé blogovych
ptispévkil ukladaji vSechny duilezité milniky a udalosti.
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Obrazek 1: Podoba programu Desmos v letech 2011, 2012, 2013, 2015
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Obrazek 2: Interaktivni hra Marbleslides vytvofena na webu Desmos Classroom

2.3 Rozhrani programu

Nezalezi na tom, zda pouzivam program Desmos v prohlizeci, nebo jako stazenou aplikaci.
Rozlozeni programu je naprosto stejné. Nejvetsi ¢ast plochy zabiréd grafické okno s kartézskou
soustavou (obr. 6, ¢islo 1), kde se nachéazi v§e generované programem. Pomoci tlacitek ,,+* a
» 1ze ptiblizovat a oddalovat nahled. Ikona ,,domecek* ptesune pohled do stfedu soustavy.



V levé ¢asti obrazovky se nachéazi okno pro zapis predpist (na obrazku ¢islo 2), kde se zadéavaji
vSechny piikazy. Je mozné zapisovat vyrazy, vlastni poznamky (napt. vysvétlivky, vypocty
mimo), tabulky (napf. pro zapsani bodi, informace z dat), vytvofit slozku (kterou lze sbalit,
¢imz je mozné zjednodusit slozity zapis a prehledné usporadat vice fadkl), a jako posledni
moznost Ize do zapisu vlozit obrazek (jakykoliv obrazkovy soubor, ktery je stazeny v zatizeni).
V horni ¢asti obrazovky se nachazi ikona nastaveni, kde 1ze upravit vlastnosti piikazi, at’ uz jde
o body nebo pfimky. Lze ménit barvu (pro Sirsi spektrum barev lze definovat vlastni odstiny
pomoci funkce rgb, kterou zminuji v kapitole 3.4), sytost, pridavat popisky a duplikovat
objekty. Toto okno je mozné sbalit.

V nastaveni (ikona kli¢e v pravém hornim rohu, ¢islo 4) lze upravit vlastnosti kartézské
soustavy. Moznosti nastaveni zahrnuji: nastaveni velikosti pisma a mfizek (velké a malé),
obraceni kontrastu barev, pfepnuti pisma na Braillovo pismo (uZzite¢né pouze pro specialni
displeje), zapnuti a vypnuti miizky, ¢islovani osy, pfepinani mezi kartézskou a polarni miizkou,
pfepinani mezi linedrnim a logaritmickym métitkem os, zapnuti komplexniho médu, a nakonec
pfepinani jednotek tthlu — stupné a radiany. (viz obrazek nastaveni)

Nad programem se nachazi ¢erné lista (na obrazku &islo 3). Uplné vpravo lze nastavit jazyk
programu, dale se nachazi napovéda. Nasleduje logo pro sdileni vytvorti — to je umoznéno
na vsech zatizenich kromé telefonu. Ke konci roku se objevi logo hvézdi¢ek — soutéz poradana
kazdoro¢né, kde miize kdokoliv sdilet své vytvory a vyhrat vécné odmény. Aby bylo mozné
vytvory ukladat, je nutné se do programu bezplatné ptihlasit. Poté staci projekty pojmenovat
a ulozit. VSechny uloZené projekty se nachazeji v zaloZce tplné€ vlevo.
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Obrazek 3: Rozhrani programu Desmos — 1. Grafické okno, 2. Okno pro zapis ptedpisi, 3. Horni lista, 4. Nastaveni



2.4 Vyuziti

Program Desmos ma Siroké spektrum vyuziti. Lze ho pouzivat jako graficky kalkulator, ktery
zobrazuje pifedpisy funkci v grafickém poli. Diky tomu muizeme sledovat vlastnosti funkci,
jejich umisténi a charakter chovani. To je jeho hlavni disciplina. Mlze také slouzit
jako kalkulacka, ktera dokaze spocitat aritmetické operace, algebraické ptiklady a dalsi.
Tato funkce je dostupnd ve standardni verzi programu Desmos, nebo je mozné vyuzit
specificky nastroj — védecky kalkulator nebo kalkulétor ¢tyt operaci (+, —, ¥, +).

Dale je mozné feSit geometrii, a to bud’ v klasickém grafickém kalkuldtoru, nebo pro vice
moznosti vyuzit néstroj specificky pro geometrii. DalSim nastrojem je Desmos 3D, ktery je
podobny klasickému Desmos, avsak pracuje s dalSim rozmérem, tzv. tfetim prostorem, a proto
je nazyvan 3D. Poslednim néstrojem, ktery Desmos nabizi, je maticovy kalkulator. Ten jako
jediny dokéze pracovat s maticemi.

Program Desmos mé vyuZiti v matematice, ale mize mit i aplikace v uméni — jak vytvarném,
tak naptiklad hudebnim. Pomoci ¢ar a ploch lze vytvaret obrazce, s nimiz se mliZzete ucastnit
soutézi poradanych tymem Desmos a vyhrat rizné ceny. Pomoci kiivek lze také popsat zvuk.
Diky tomu je mozné zapsat noty jako spojitou funkci, kterou lze interpretovat jako tony.

Ve spodni ¢asti obrazku (obr. 5) jsou loga vSech néstroji programu Desmos. Pro nové uzivatele
programu je k dispozici pfirucka nebo navody, jak s programem pracovat.

Y EEDE

Graphing Scientific Four Matrix Geometry 3D
Function
Obrazek 4: Nastroje programu Desmos




3 2D GRAFICKY KALKULATOR — POCETNI OPERACE

Desmos dokdze vic nez jen tvofit grafy, jeho funkce nabizeji 1 rizné vypocty. Umi provadét
jednoduché vypocty, fesit rovnice, nékteré operace z kalkulu, statistiku, ale 1 jednodussi ukoly
z geometrie. V této kapitole bych chtél ukazat, co vSechno Desmos dokaze, nazorné to predvést
a vysvétlit, jak to vyuzit. Nevyhodou je, Ze Desmos vypisuje vysledky pouze z mnoZziny
racionalnich &isel, coZ znamenéa ve formé desetinnych &isel nebo zlomki. Cisla z mnoZiny
iracionalnich ¢isel jsou zobrazena jako desetinna ¢isla.

3.1 Pocetni operace

Program Desmos dokéaze pocitat ptiklady, které zaddm do okna na pfedpisy. Umi pracovat se
s¢itdnim, od¢itanim, nasobenim a délenim. Prakticky dokaZze spocitat vSe, co l1ze ptepsat jako
konkrétni ¢islo. Nedokéaze vSak pracovat s vyrazy nebo mnohocleny, protoze ty nemaji pevné
stanovenou hodnotu.

Dalsi moznosti, kterou nabizi, jsou rovnice a nerovnice. 2D Desmos dokaze pocitat rovnice
a nerovnice o 1 az 2 neznamych, kde jako neznamé musi figurovat ,,x* nebo ,,y*. U rovnice
0 1 neznamé je vysledkem hodnota soufadnice (soufadnice, kterou jsem v rovnici pouzil)
pfimky, kterou Desmos vygeneruje v grafickém okné. U rovnice o 2 neznamych je vysledkem
prisecik 2 funkci, které vzniknou (Desmos tyto 2 rovnice povazuje za funkce). U nerovnic je
vysledkem vybarvena plocha, pfi¢emz u nerovnic o 2 neznamych je vysledkem spole¢né
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vybarvena plocha.

Obrazek 5: Vysledkem soustavy 2 nerovnic je plocha vybarvena obéma barvami — modrou i ¢ervenou

3.2 Goniometrie

Desmos dokéze pocitat goniometrické ptiklady pouze piiblizné. Jestlize vyZaduji, aby spocital
hodnotu funkce a zadam ur¢ity uhel, napi. sin(m/2), spocitd, ze se to rovna 1. Muze vSak
nastat problém, ktery jsem zminil na konci tvodu kapitoly 3. VSechny hodnoty, které nejsou



1 nebo 1/2, Desmos vypise jako zaokrouhlené desetinné ¢islo. Tyto hodnoty funguji pro radiany
a rovnéz by fungovaly pro stupné, ale s jinymi Cisly.

KdyzZ chei, aby mi spo¢ital tthel pro danou hodnotu, napt. sin(x) = 0.5, vygeneruje vSechny
svislé ¢ary (program nevi, jakou soutadnici ,,y* pfifadit kazdému ,,x*, a tak vygeneruje vSechna
»Y“ — proto vznikaji pfimky), pro které plati zadany ptiklad. Avsak program nedokaze vypsat
soufadnice (ani pfiblizné) ,,x*.

Desmos nabizi velkou $kalu moznosti goniometrickych funkci:

Goniometrické funkce Znaceni v Desmos
Elementarni goniometrické funkce | Sinus sin

Kosinus (0

Tangens tan

Tabulka 1: Prakticky vyuzitelné goniometrické funkce

3.2.1 MnoZiny

Mnozina je souhrn objektl — ¢isel, ktera jsou chapana jako celek. Mnozinu v programu Desmos
vytvofime pomoci hranatych zavorek ,,[* a ,]* Tyto mnoziny si mizeme pojmenovat,
abychom s nimi nasledné mohli pracovat. Kdyz chci, aby se mnozina nazyvala mnozinou ,,M*,
sta¢i napsat, ze pismeno M je rovno dané mnoziné: M = [...] (za ,,...* mizeme dosadit jakakoli
Cisla, ktera musi byt oddélend ¢arkami). Prvni moZnost, jak definovat mnoZinu, je vypsani
vsech cisel, které v ni chci mit, napt. M = [1, 2, 3,4, 5]. Druha moznost je vypsat prvni dvé
hodnoty mnoZiny, poté napsat .,...“ (tfi tecky, které nemusi byt odd€lené carkami) a napsat
posledni ¢islo mnoziny. Napiiklad, pokud chci mit mnoZinu M, ktera obsahuje pfirozena ¢isla
od 1 do 10, mizu to napsat jako: M = [1,2 ... 10]. Pro mnoziny se daji vyuzit nékteré funkce
ze statistiky:

mean() Primér Primér vSech hodnot mnoZiny
median() Median Hodnota prostiedniho cCisla
min() Minimum Nejmensi ¢islo mnoziny
max() Maximum Nejvetsi ¢islo mnoziny
count() Pocet prvkl Spocita pocet prvkii mnoziny
total() Soucet hodnot Soucet vSech hodnot mnoziny
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Tabulka 2: funkce z oddéleni statistiky

3.3 Ciselné operace
3.3.1 Nejmensi spolecny nasobek a nejvétsi spolecny délitel

Nejmensi spolecny nasobek (NSN) je nejmensi Cislo, které je délitelné vSemi zadanymi Cisly
neboli nejmensi Cislo, které je ndsobkem kazdého z téchto Cisel. V programu je tato operace
oznacena jako ,,lem*, coz pochazi z anglického vyrazu ,,least common multiple. Do programu
se zada ,,lcm* a do zavorky dana ¢isla oddélena ¢arkami, napi: Iem(3,8), a vysledek bude
24,

Nejveétsi spolecny délitel (NSD) je nejvétsi Cislo, které beze zbytku déli vSechna zadana cisla
neboli nejveétsi celé Cislo, které je spoleCnym délitelem téchto Cisel. V programu je tato operace
oznacena jako ,,gcd“, coz pochazi z anglického vyrazu ,greatest common divisor®.
Do programu se zada ,,gcd* a do zavorky dana Cisla oddélena ¢arkami, napt. gcd(6,14),
a vysledek bude 2.

3.3.2 Modulo

Zbytek po déleni neboli modulo, je pocetni operace souvisejici s celociselnym délenim.
V programu je tato operace oznacena jako ,,mod*. Do programu se zad4a ,,mod* a do zavorky
dana cisla odd€lend ¢arkami, pfi¢emz zalezi na poradi — prvni ¢islo je délenec a druhé Cislo je
délitel, napt. mod (11, 7), kde vysledek bude 4.

3.3.3 Zaokrouhlovani

Existuji tfi typy zaokrouhlovani — nahoru, dolt a aritmetické. Pro kazdé z nich mé program
Desmos piisluSnou operaci: ceil, floor, round.

Zaokrouhleni nahoru — ceil (z anglického ceiling) zaokrouhluje vSechna desetinna ¢isla
z mnoziny realnych ¢isel nahoru. Naptiklad ceil(4.1) se rovna 5.

Zaokrouhleni doli — floor (z anglického floor) funguje stejné jako ceil, ale zaokrouhluje
¢isla dolu. Naptiklad floor(4.1) se rovna 4.

Aritmetické zaokrouhleni — round (z anglického round). Pokud desetinné ¢islo obsahuje
Cislici 14, zaokrouhluje se dold, pokud obsahuje Cislici 5-9, zaokrouhluje se nahoru. Pokud
za zaokrouhlované c¢islo pfidame ¢&islo, tim definujeme, kolikaté desetinné misto ma byt
zaokrouhlovano. Naptiklad round(3. 1415, 3) zaokrouhli ¢islo na 3 desetinnad mista.
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3.4 Specialni funkce

Tone — Funkce, ktera Cte graf a pievadi jej na zvukovou formu. Druhou moznosti je zadani
frekvence (jednotka je Hertz — Hz).

Rgb(), hsv() — Funkce, které generuji odstin barvy na zakladé vlozenych hodnot. Funkce
rgb() pracuje s michanim tfi zakladnich barev: Cervené, zelené a modré. Funkce hsv()
funguje na podobném principu, ale s odlisnymi hodnotami: odstin, sytost barvy a jas.

Sgn() — Funkce signum, ktera urcuje, zda je dané Cislo zaporné, nulové nebo kladné. Pokud je
Cislo ,,a" zaporné, vysledek bude sgn(a) = —1 Pokud je ¢islo ,,a' nulové, vysledek bude
sgn(a) = 0, pokud je ¢islo ,,a" kladné, vysledek bude sgn(a) = 1.

Random() — Funkce, ktera nahodn¢ vybird nebo generuje ¢isla. Mlze vybirat nahodna cisla,
pokud do zavorky vlozime mnozinu obsahujici alesponi dva prvky. Pii ndhodném generovani
¢isel funkce generuje hodnoty v rozmezi 0 a 1.

Nepojmenovany Graf | Ulazit desmos kit v # 2 @ ®
+ @ X - & K £
(#) tone(500) 0 ' ' ' *
b= hsv(200.200.200) L]

2

520
a=rgb(200,200,200)

M=[1..10]

10 element list 500

random (M)

480

E -

Obrazek 6: Ukazka specialnich funkci
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4 2D GRAFICKY KALKULATOR — GRAFICKE VYUZITI

4.1 Kartézska soustava

Desmos 2D vyuziva kartézskou soustavu pro 2D prostor. Pracuje se dvéma soufadnicemi
(proménnymi): ,,x*a,,y*. Osa x je vodorovna a osa y je kolma na osu x, tedy umisténa ve svislé
poloze.

FRR-

(=1.5,-2.5)+-3

Obrazek 7: Kartézska soustava 2D

4.2 Parametry a posuvniky

Kromé pismen ,,x* a ,,y*, kterd funguji jako proménné, mize Desmos vyuzivat jakakoliv
pismena abecedy pro definovani hodnot nebo pojmenovani funkce ¢i operace. Parametry
a posuvniky se 1i8i tim, ze parametry maji jednu hodnotu, ktera se neméni, zatimco hodnoty
posuvnikli se mohou ménit (bud’ automatickym posunem, nebo manualné tahem).

ey ee

parametry. To se tyka pismene ,,e*, které je definovano jako Eulerovo Cislo, a nelze ho pouzit
pro jinou hodnotu. Pii praci v programu Desmos v moédu komplexnich Cisel nelze pouzit
pismeno ,,i*.

4.3 Body

Pro vlozZeni bodu do programu Desmos je potieba definovat jeho soufadnice. Zapis bodu se
sklada ze zavorek, které obsahuji dvé hodnoty — soufadnice ,,x* a ,,y*, oddélené Carkou.
K bodu Ize pfifadit také popisek, ktery je mozné nastavit. Lze také umoznit ruéni posouvani
bodu, kdy mlizeme bod vzit a libovolné ho pfesunout. Pro dalsi praci s bodem je vhodné bod
pojmenovat. Sta¢i pied soutfadnice bodu napsat pismeno nebo symbol, kterym chceme bod
pojmenovat, napt. ,,a*: a = (x,y). Poté staci napsat nazev bodu, a program vi, ze se jedna
0 tento definovany bod.
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4.4 MnoZiny

Mnoziny lze vyuzit i v grafech. Je mozné definovat néjakou mnozinu a pokud nazev této
mnoziny vlozime naptiklad do bodu (muze byt i ve funkcich), Desmos vykresli vSechny body,
které¢ odpovidaji Cislim v mnoziné. Naptiklad muzeme nechat vypsat body mnoziny ,,M*
na ose X: (M, 0). Tento zapis znamend, ze na soufadnici ,x“ jsou hodnoty z mnoziny ,,M*
a na soufadnici y je 0 (aby body lezely na ose x).

xM
M-(k+1)

Diky této moznosti je mozno vytvaiet zajimavé tvary, napi. y = + M (rovnice 1),

vvvvv

pouzitim podminky x,y = 0.

(1,0)  (2)0) (3)0) (4/0) (5/0) (640)

1 2 3 4 5 6

Obrazek 8: vypis bodii mnoZiny ,,M*“ v grafu Obrazek 9: graf pro piedpis rovnice 1

4.5 Funkce — podle tvaru

V této kapitole se vénuji tvarim funkci, které jsem podle této vlastnosti rozdélil do skupin
4.5.1 Primka a jeji ¢asti

Piimky v kartézské soustavé jsou popsany linearni funkci. Jeden ze specialnich ptipadi linedrni
funkce je funkce s absolutni hodnotou. Dalsi linearni funkci mtze byt funkce konstantni,
ktera ptedstavuje vodorovnou piimku viici ose x. Vodorovna piimka vici ose y je zminéna v
kapitole 4.5.5, ale jiz se nejedna o funkci.

Ptedpis linearni funkce: y = ax + b
Ptedpis linearni funkce s absolutni hodnotou y = |x|

Predpis konstantni funkce: y = 0

4.5.2 Krivky

Tyto funkce maji vyuziti, kdyz je potieba popsat zakiivenou linii. Lze pouZzit mocninné funkce,
které jsou schopny popsat vétSinu kiivek, ale pro vétsi presnost je lepsi vyuzit logaritmické
a exponencialni funkce. Tyto funkce maji lepsi vyuziti, protoZe rostou nebo klesaji plynule,
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zatimco mocninné funkce na zacatku rostou nebo klesaji pomalu, ale nésledné se jejich rast
nebo pokles vyrazné zrychli.

e Ptedpis mocninné funkce: y = x¢

e Predpis exponencialnich funkci je: y = a*

e Piedpis logaritmické funkce je: y = log, x (popiipad¢ y = Inx, kde ,,a* je rovno
Euleroveé konstant¢)

4.5.3 Goniometrie

Goniometrické funkce se daji vyuzit pti popisovani naptiklad vin nebo tvarti s opakovanim
(které se objevuji nékolikrat za sebou). Nejveétsi vyuziti maji funkce sinus a kosinus, které lze
vyuzit k popisu pohybu bodu po kruznici podle piedpisu: a = (sin(b), cos(b)). Pii rostouci
hodnoté ,,b* bude bod ,,a“ obihat kruznici po sméru hodinovych rucic¢ek. Pro pohyb
Vv protisméru je zapotiebi prohodit sinus a kosinus v piedpisu: a = (cos(b),sin(b)).
Pfi upravach poméru funkci sinus a kosinus viéi sob¢ se tvar opsané kruznice zméni na elipsu.

= RP goniometrie ¥ | Ulo2it desmos kukug + 4 B ®
;’0

- o« T 2

a=(sinb, cosb)
v Bod a

0O 0

c= (cos b, sin EJ) Bod a
v % Bodc

b=-0.35

@

Ea

Obrazek 10: ukéazka vyuziti sinu a kosinu pfi pohybu po kruznici
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4.5.4 Polarni grafy

Poléarni graf je specificky typ grafu urCeny pro funkce cyklického tvaru. Oproti kartézskym
grafim, které vyuzivaji soufadnice ,,x* a ,,y*, se u polarniho grafu pouzivaji tzv. polarni
soufadnice ,,r* (urcujici vzdalenost od stfedu soufadného systému) a ,,0“ (thel mezi spojnici
tohoto bodu a pocatku, méfeny od osy x). Mezi nejznaméjsi grafy v polarni soustavé patii
lotosovy kvét. Pro tento graf plati predpis: r = cos(a@), piicemz za ,,a* dosadime hodnotu
2,5, ¢imz vznikne kvét s 10 okvétnimi listky. Cim vy$§i bude hodnota ,,a*, tim vice okvétnich
listkti kvét bude mit.

+ - & « i

@ r=cos 2.50 *
<<

E -

Obrazek 11: Lotosovy kvét v polarnim grafu

455 Rovnice

KruzZnice - pfedpis pro kruznici je: (x — a)? + (y — b)? = r?, kde ,,a“ a ,,b* jsou soutadnice
stfedu kruznice a jsou z mnoziny realnych ¢isel a r > 0, protoze neni mozné mit zaporny
polomér, respektive zapornou délku. Zménou hodnot ,.a* a ,,b* se posouva kruznice.
Pro kruznici se stiedem v pocatku soufadného systému jsou hodnoty: a,b = 0, proto lze
zjednodusit zapis: x* + y* =r.

= RP kruznice ¥ desmos ki v 4 2 @

)
£

)
7/

~~
o

Obrazek 12: rovnice kruznice s parametry a, b, r
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2

, v N SRT . Y x s v X 1
Podobny tvar kruznici, se nazyva elipsa. Tohoto tvaru Ize doséhnout zménénim pomeéru 2T
KdyZ je pomér vétsi nez 1, tj. x% > y?, kruznice se zizi vpravo i vlevo. P¥i poméru mensim
nez 1, tj. x? < y2, dojde k zzeni kruznice nahote i dole.

Funkce s ,,y* v absolutni hodnoté — Desmos umoziuje pouzivat absolutni hodnotu i pro ,,y*
soufadnice, napf. predpis: |y| = x, coz vytvaii odraz grafu zrcadlenou podle osy x. Predpis:
|y| = |x|, vytvafi odraz grafu podle obou os — 0sy x a y.

= Nepojmenovany Graf | Save Copy desmos k9 4 B @ @

‘1- =x-2

v
Q bl=lk+2

E -

Obrazek 13: rovnice s absolutni hodnotou, jsou posunuté, aby nemély spole¢nou ¢ast

4.6 Nerovnice

Nerovnice, mySlené v grafickém znazornéni, funguji nasledovné: Desmos vytvoii funkci
na zaklad¢ stejného predpisu, ale misto nerovnosti pouzije znaménko ,,=* (rovna se). Nasledn¢,
podle znaménka nerovnosti, vykresli plochu bud’ nad touto funkci, nebo pod ni. Kdyz ,,f (x)*
nebo ,,y“ je ,,>* nebo ,,=>*, Desmos vykresli barevnou plochu nad danou funkci. Kdyz ,,f(x)*
nebo ,,y“ je ,,<*“ nebo ,,<*, vykresli plochu pod funkci.

4.7 Podminky pFedpist

Podminky ptedpisti neboli omezeni funkci, se vztahuji k sméru, ktery v podmince uvedu.
Ukézu, co tim mam na mysli, na ptikladu 1 s videem: Je mnozina ,,M*, kterd obsahuje vSechna
realnd ¢isla. Ted’ chci, aby tam ziistala jen kladna realna ¢isla. Mohu fict, Ze v mnoziné ,,M*
zistanou jen Cisla, ktera jsou vétsi nez nula (M € R™). Kdyz to vezmu jako funkci, naptiklad
konstantni y = 0, e to pfimka, ktera obsahuje vSechna ¢isla v intervalu (—oo; 00). A kdyz budu
chtit tuto funkci omezit y = 0 stejn¢ jako mnozinu ,,M*, pfidam ptedpis {x > 0}, ktery
znamena: funkce y = 0 funguje pro vSechny x vét§i nez nula. V programu Desmos se pro
ptredpisy pouZzivaji slozené zavorky.
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5 ODVETVIi PROGRAMU DESMOS - GEOMETRIE

5.1 Zmény v rozhrani 2D Desmos

Vzhled programu Desmos zaméien¢ho na geometrii je velmi podobny grafickému kalkulatoru.
Pfidana horni liSta s nastroji, okénko pro vSechny geometrické prvky a vypnuté osy x a 'y
(v nastaveni lze opét zapnout).

Horni svétle Seda liSta obsahuje zalozky, pficemz kazda z nich zahrnuje urCité geometrické
prvky:

o Zalozka 1 (logo pocita¢ové mysi) umoznuje uchopovat objekty a posouvat je nebo
menit jejich velikost. Zaroven umoznuje pohyb po plose.

e Zalozka 2 (logo tecky — bod) umoziuje vytvaiet body a stfedy dvou riznych bodd.

o Zalozka 3 (logo usefky) umoziuje vkladat pfimky, usecky, poloptimky, vektory,
rovnobézky, kolmice a osy thlu.

e Zalozka 4 (logo kruzZnice) umoziuje vkladat kruznice a kruhové vysece.

e Zalozka 5 (logo tihlu) umoziuje méfit prislusné uhly.

e Zalozka 6 (logo n-uhelniku) umoznuje rysovat n-uhelniky.

Pii vybéru objektl lze objekty upravovat. Na list€ se objevi moznosti uprav, jako jsou
rozsSifovani nebo shodna zobrazeni: posunuti, osova/sttedova soumérnost a otaceni. Nahote
v okné pro piedpisy funkci se nachazi zalozka, ktera obsahuje vSechny geometrické objekty
vytvorené v okn¢ predpist. Pfi najeti mysi na jakykoliv objekt se ukaze, jaké dalsi objekty jsou
na tomto objektu zavislé.

= Untitied | Ulozit desmos Logih | Snlp. 4 2 © ®
+ 8 « &
DjDo/oalo)

CoB®m
FEEEEEER0
®@Dhro

BEE

B0N

=

Ea

Obrazek 14: Rozhrani programu Desmos - Geometrie
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6 3D GRAFICKY KALKULATOR

6.1 Kartézska soustava

Nejdfive je nutné probrat kartézskou soustavu tohoto odvétvi programu Desmos, protoze to je
hlavni rozdil, ktery ho odliSuje od ostatnich odvétvi programu.

Jedna se o pravotocCivou tfirozmérnou kartézskou soustavu, kde osa z smétuje kolmo vzhtiru
(vyska). Tti dimenze neboli tii soufadnice: x,y, z.

= Nepojmenovany Graf | Ulozit desmos

B a

Obrazek 15: 3D graficky kalkulator - rozhrani

6.2 Rozhrani

Jediny rozdil oproti 2D grafickému kalkulatoru spo¢iva v grafickém okné. Je zde vidét krychle,
v niz jsou vSechny osy a mtizka. Krychle slouZi jako pole, ve kterém se vSe vykresluje, a vSe,
co presahuje jeji rozméry, je useknuto. Pomoci kolecka na mysi nebo tlacitek plus a minus Ize
priblizovat nebo oddalovat zobrazeni — méni se rozméry uvnitt krychle. Pohled 1ze také ménit
pomoci posuvniku v nastaveni (ikona kli¢e) mezi zobrazenim redlnym a perspektivnim.

6.3 Grafické znazornéni nékterych téles

Do ptedpisti Ize pouzivat vSechny tfi soufadnice. V pfedpisech, kde se nevyskytuje soutfadnice
zZ, se objevi tlacitko, které umoznuje prodlouzeni objektu. Naptiklad: NapiSu predpis y = 2,
coz vygeneruje pfimku, kterd lezi v roviné XY (pro posun do vysky lze ptipsat podminku, kde
soutadnici z ptifadime néjaké ¢islo), a Desmos ji nabidne prodlouzit do osy z (vznikla by rovina
vodorovna s osou z). Timto zplisobem lze vytvaret z ptimek roviny, z kruznic valce apod.

Koule — x? + y? + z? = r?, kde r je polomér koule.

Vilec - x* + y? = r?, coz je vzorec pro kruznici, ale program nabizi moznost prodlouzit
kruznici do 3. prostoru, ¢imz vznikne valec s nekone¢nou vyskou a pro definovani urcité
vysky a pro omezeni vysky lze ptipsat podminku pro jaké z ma valec byt, napt. {z = 0}, kde
valec bude zacinat ve vysSce z = 0 a poroste do nekonecna.
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7 KALKULATORY

7.1 Vé&decky kalkulator

Tento kalkulator nabizi pocetni operace, jako jsou: scitani/od¢itani, nasobeni/déleni,
mocniny/odmocniny, logaritmy, hodnoty goniometrickych funkci, mnohocleny se zadanymi
hodnotami jednotlivych ¢lenti, ptiklady s komplexnimi ¢isly apod. Vysledky poskytuje pouze
ve formé Cisel. Nepodporuje rovnice.

7.2 Kalkulator étyf funkei

Tento kalkulator nabizi pouze operace (funkce) s¢itani, od¢itani, ndsobeni, d€leni
a odmocniny. Odmocniny se jevi jako pata operace, ale jsou zde z diivodu, ze mocniny lze
zapsat ve tvaru nasobeni, coz neni mozné bez exponentu nebo odmocniny.

F
_main_ aoc func | RAD F ( ) v
@ a al 7 8 9 - % = 7 8 9 x
v & n 4 5 6 x = - 4 5 6 =
sin cos  tan 1 2 3 = a 1 2 3 +
( ) : 0 .+ 0 : ans
Obrazek 16: Védecky kalkulator Obrazek 17: Kalkulator ¢tyt funkei
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8 PRAKTICKA CAST

V praktické Casti jsem se zaméfil na vyuziti grafického
kalkulatoru Desmos K vytvoifeni identického, mnou
zvoleného, obrazku pomoci matematickych funkci.
Uvedl jsem prub¢h tvoieni a popis myslenkového
postupu. Jako piedlohu jsem si zvolil animovanou
postavicku, kterou jsem si stahl na internetu ve formatu
obrazku. Program Desmos nabizi vkladani fotek
do grafického okna.

Na zacatku projektu jsem vlozil do grafického okna
obrazek. Kazdy obrazek méa ve stfedu bod se
soufadnicemi, na kterym je zavisly a abych pfemistil
obrazek, musim posunout ten bod. Pro jednoduchost
jsem bod nechal v pocatku soufadného systému.
Jelikoz Desmos nabizi jen 6 barev, musel jsem si

definovat vlastni barvy pomoci funkce rgh(), ©Obrazek18:Animovand postava Kuromi

do zavorek jsem napsal odstiny barev na obrazku
(rizova, fialova a bila) a kazdi funkce rgb() musela byt zvlast’ pojmenovand, aby se zobrazila
V nabidce zmény barev — napi.A = rgb(255,153,255) pro odstin svétle fialové.

Nasledné jsem si ohrani¢il obrazek pomoci 5

geometrickych rovnic piimky: x =5,y = 6,
napt Cisla 5 a 6 (a pfipsal jsem k ptedpisim
parametry (interval, pro ktery pfimka funguje), f N\ ! —
z ¢ehoz mi vznikly tseCky. Potieboval jsem '

vytvofit ramecek, a to jsem vytvofil 0Osu i ; o
soumérnosti S absolutni hodnotou u soufadnic 4 & : B '
x,y. Vznikly piedpisy |x| =5, |y| = 6. ,Jaké A ~— a8 )
X je rovno 5 vabsolutni hodnoté?* i J
X1 =—=5x, =5 Takto jsem vytvoril ) ¥ T

ramecek pro obrdzek (oznacen cCervenou
barvou, aby byl vidét).

-75

Obrazek 19: ukazka zvyraznéného ramecku obrazku
Dale uZz nasledovalo opisovani postavicky
pomoci funkci, kde jsem neapeloval na pifesném opisovani obrazku. Zacal jsem s obrysem
hlavy, protoze je nejvétsi a nejjednodussi, kterou jsem popsal rovnici elipsy (rovnice kruznice:
x* +y* =71?% kde jsem zvétsil ,,y* aby vznikla elipsa). Na zbytek téla jsem vyuzil
funkce/rovnice vypsané v ptilozené tabulce:
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Linearni funkce y=ax+b
Lomené funkce y = ax+c
bx +d
Exponencialni funkce y=a"
Logaritmické funkce y =log, x
Rovnice kruznice x2 +y? =r?
Kotangens y = cot(x)

Tabulka 3: uzité funkce/rovnice v projektu

vvvvvv

opisovat vice funkcemi, které jsem pak navazoval na sebe. Tady je ukazka 1 ptedpisu, ktery
jsem v projektu na vytvoreni obrysu pouzil:

x
y= 30 4.265{1.848113 < x < 2.843878}{x < 2.201067,x > 2.559087}

Tento ptedpis je linearni funkce, kde x je déleno velkym ¢islem, takze funkce roste velmi
pomalu, ¢islo 4.265 posouva funkci dolu, protoze je tam znaménko minus. Za pfedpisem se
nachazi 2 slozené zavorky. Predpis plati jen, kdyz vSechny podminky (zavorky plati)

— zarovenl musi bat splnéna podminka levé i pravé zavorky. V pravé zavorce se nachazi 2
podminky oddé€lené ¢arkou. V tomhle piipadé musi platit alespont 1 z podminek — bud’ je x
mensi, nez to ¢islo, nebo musi byt vétsi nez to druhé ¢islo. Nebo aby platily obé nerovnosti,
coz v tomhle pfipad¢ muze platit vzdy jen 1.

Obrazek 20: obrys Kuromi s pozadim (vlevo) a bez pozadi (vpravo)

Tady uz je ukazka hotového obrysu. S obrazkem v pozadi to vypada dobfte, ale jakmile
odeberu pozadi, zbude jen obrys bez ni¢eho. Proto jsem se rozhodl pokracovat v projektu

a Z obrysu udélat cely obrazek. To znamena, Ze jsem musel do predpist musel piidat
nerovnice, které vytvari plochu v kartézské soustave. Zacal jsem predpisy piepisovat z rovnic
na nerovnice za pomoci znaménko vét§i/mensi a nebo vétsi/mensi nebo rovno.
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Takto vypada obrazek Kuromi poté, co jsem
prepsal skoro vSechny piedpisy na nerovnice
(neménil jsem ptedpisy pro, z naseho pohledu,
pravé oko). Je vidét, ze je potieba upravit,
aipridat dalsi podminky. Zneviditelnil jsem
vSechno a zacal jsem od ramecku. Do
podminek jsem musel zahrnout cely obrys
Kuromi. Celé pozadi neSlo vybarvit jednim
predpisem, takze jsem to musel rozdélit na 4
predpisy, kde kazdy vyplioval jinou ¢ést
pozadi. Po dlouhych upravach vznikl ptedpis:

Obrazek 21: Kuromi po pfepsani rovnic na nerovnice

lyl = 7.03{|x| < 5.435}{(x+0.9)2 + 1.5(y + 0.5)% > 15}
{y <—x—-2.55,y>3.5x+18.7,y > -1.09x+ 0.72,y < 7x + 17.9}
{(x+3.95)2 +(y—5.25)2>0.1}
{y>4x—-2.6,y > 1.45log(x) +2.75,y < 1.61* - 5.2,y < 0.25x — 0.35}
{(x—4.78)%> + (y—3.9)2 > 0.1}
{y >-0.5x—3.02,(x — 0.45)* + (y — 1.66)? > 30}
{(x—1.55)%+ (y+3.71)2 > 0.07}{y > —(x + 0.19)?> — 2,—y > —3.75}

{(x—1.5)2%+2(y+4.9)% > 0.4}{(x —0.47)? + (y + 4.25)? > 3}
X
{y>18x-7.53y> —1.6x+0.38,y<%—4.265}

{(x-1.15)% + (y +4.3)2 > 2}{y > 2x — 8.6}

{y >-6.02207,x > 1.7, x < 0}{(x + 1.45)%> + (y + 7.05)%2 > 0.7}
{(x+1)2+1.2(y+5.8)2 > 1}{1.9(x + 1.28)? + (y + 4.48)? > 2}
{(x+3.75)%> + (y—2.88)2 > 50,y < —0.65x — 5.87,y + 3.7}
{(x+2.66)% + (y+4.16)* > 0.07}{(x + 3.42)? + 2(y + 3.26)%? > 0.5}

fx<-1,y>-6}{y<7.03}
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Predpis na ptredeslé stran¢ dohromady obsahuje

21 podminek, proto se neveSel na 1 fadek a -
musel jsem ho takto rozdélit. Pti vytvareni bylo

zapotiebi vzit pfedpisy, které tvoii obrys Kuromi
a vhodné¢ je nakombinovat, aby rizové

vybarvena ¢ast plochy nezasahovala dovnitt. ~ ¢ e L % s
Takto jsem pokracoval od hlavy az po zbytek
téla.

Nasleduje ukazka z pritb¢hu tvoreni, kde uz jsem
m¢él vétSinu ¢asti téla hotovou (nékteré jsou jen
schované, aby se mi tam nepletly) a dod&laval OPrazek 22: Obrys pozadi Kuromi

jsem nejtézsi Cast, spodek téla. Nekdy jsem kvili podminkdm musel ménit typy funkei, aby to
vhodné fungovalo. Vybarvené plochy se nemohly ptekryvat, protoZe to ménilo sytost barvy
a bylo by to videét.

Cely projekt vySel v programu Desmos na 102 fadkd. I ptes to, Ze program Desmos se
nachdzi i na mobilu, pracoval jsem pfevazné na pocitaci, at’ uz z divodu vétsiho displeje

a lepsi prehlednosti, ale 1 snazsi ovladatelnosti. Jedina nevyhoda u tvofeni obrazka

Vv programu Desmos jsou malé nebo slabé tvary/plochy. Desmos ma problém je generovat a
stava se, Ze se Casti téchto mensich ploch nezobrazi.

= Kuromifull = | Ulosit desmos ko + B @ ®
+ La # « F
Q 1) ol a9)=0a{e10 -
O ()?eo(+a9) 04 ;
@ ol -6s(-5220905 <y
Q = (x+019)? - 2{-446108 <y <
® ve—(x+0.19)% ’{(.\- 15)2+2(y 75
¥= 35 — 4.265{ 1848113 < v < 2.84387
y< 18— T7.53{-4.2034 <y < -3.3423
v=—16x+038{—4.1702 <y < —-3.342
(v—047)% + (v +4.25)% = 3{-47
f —1.1-3)3+(|'+4.J)‘3_2{j'_—4‘17

Obrazek 23: Pribéh tvofeni a piepisovani podminek Kuromi
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]l

Kuromi full v | Ulozit
+ « o

A =1gb(255.153.255)
B =r1gh(255,153.204)

€ =1gb(255,255,255)

vl <7.03{|x| <5.435}{ (x+0.9)% +1
vl <7.03{|x| <5.435}{ (x+ 0.9)2 +1

vl <7.03{|x] <5.435}{ (x+ 09)2 +1

L <7.03{|x] <5435} { (++0.9)% +1

Obrazek 24: Hotovy obrazek Kuromi
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0 ZAVER

Zaprvé méla tato prace za cil seznamit ¢tenafe s gratfickym programem Desmos a piedvést jeho
moznosti. Zadruhé méla rozsitit mé znalosti pii vyuzivani tohoto programu.

V uvodnich kapitolach byla popsana historie a zadkladni charakteristika programu. Nasledné
Casti se detailn¢ zaméfily na rizné moznosti jeho vyuziti, pficemz jsem stru¢n¢ popsal praci
s témito funkcemi a pfilozil ukdzky. Soucasti prace bylo také predstaveni alternativ programu
Desmos, jako jsou 3D Desmos, Geometrie a Kalkulatory.

Zaveérem lze konstatovat, ze program Desmos muize byt uzitecnym pomocnikem jak
V matematickém vzdélavani, tak v praxi.
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